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随 看 解析 几何 及 微 积 分 的 发 明 而 兴起 的 现代 数学 , 在 其 发 展 过 程 中 , 一 批 卓越 的 
法 国 数学 家 发 挥 了 杰出 的 作用 , 作出 了 奠基 性 的 贡献 .他 们 像 灿 烂 的 星斗 发 射 着 兆 
IREJEE, 在 现代 数学 史上 占据 着 不 可 替代 的 地 位 , 在 大 学 教科 书 、 各 种 专著 及 种 种 
数学 史 著 作 中 都 频繁 地 出 现 着 他 们 的 英名 . 在 他 们 当中 , 包括 笛 卡 尔 、 费 尔 马 、 巴 斯 
卡 、 达 明 贝 尔 、 拉 格 朗 日 、 蒙 日 、 拉 普 拉 斯 、 勒 让 德 、 傅 立 叶 、 泊 松 、 柯 西 、 刘 维 尔 、 
伽 多 华 、 庞 加 莱 、 嘉 当 、 勒 贝 格 、 魏 伊 、 勒 雷 、 施 瓦尔 茨 及 里 翁 斯 等 等 这 些 耳 熟 能 
的 名 字 , 也 包括 一 些 现今 仍然 健在 并 继续 作出 重要 贡献 的 著名 数学 家 . 由 于 他 们 的 
HERRAR, 法 国 的 数学 不 仅 具 有 深厚 的 根基 和 领先 的 水 平 , 而 且 具 有 优 
秀 的 传统 和 独特 的 风格 , 一 直 在 国际 数学 界 享有 盛誉 . 我 国 的 现代 数学 , 在 二 十 世纪 
初 通过 学 习 西 方 及 日 本 才 开 始 起 步 , 并 在 艰难 曲折 中 发 展 与 成 长 , 终 能 在 2002 年 成 
功 地 在 北京 举办 了 国际 数学 家 大 会 , 在 一 个 世纪 的 时 间 中 基本 上 跟 上 了 西方 历经 四 
个 多 世纪 的 现代 数学 发 展 的 步伐 , 实现 了 跨越 式 的 发 展 . 这 一 巨大 的 成 功 , 根源 于 好 
儿 代 数学 家 持续 不 断 的 艰苦 奋斗 , 根源 于 我 们 国家 综合 国力 不 断 提 高 所 提供 的 有 力 
x, 根源 于 改革 开放 国策 所 带 来 的 强大 推动 , 也 根源 于 很 多 国际 数学 界 同 仁 的 长 
期 疏 励 、 支 持 与 帮助 . 在 这 当中 , 法 兰 西数 学 精品 长 期 以 来 对 我 国 数学 界 所 起 的 积极 
影 啊 , 法 兰 西数 学 的 深厚 根基 、 无 比 活力 和 优秀 传统 对 我 国 数学 家 所 起 的 不 可 低估 
的 潜移默化 作用 , 无 疑 也 是 一 个 不 容 忽 视 的 因素 . 足以 证 明 这 一 点 的 是 : 在 我 国 的 数 
学 家 中 , 有 不 少 就 曾经 留学 法 国 , 直接 受到 法 国 数学 家 的 栽培 和 法 兰 西数 学 传统 和 
风格 的 得 陶 与 感召 , 而 更 多 的 人 也 或 多 或 少 地 通过 汲取 法 国 数学 精品 的 营养 而 逐步 


-ii> 《法 兰 西 数学 精品 译 从 》 序 


走向 了 目 己 的 成 熟 与 辉煌 . 由 于 语言 方面 的 障碍 . 用 法 文 出 版 的 优秀 数学 车 作 在 我 国 
的 传播 受到 了 较 大 的 限制 . 根据 一 些 数学 工作 者 的 建议 , 并 取得 了 部 分 法 国 著 名 数学 
家 的 热情 支持 , 高 等 教育 出 版 社 决 定 出 版 《法 兰 西 数学 精品 译 从 》, 将 法 国 的 一 些 享 
有 盛誉 并 有 着 重要 作用 与 影响 的 数学 经 典 以 及 颇具 特色 的 大 学 与 研究 生 数学 教材 及 
教学 参考 书 , 有 选择 地 从 法 文 原 文 分 批 翻译 出 版 . 这 一 工作 得 到 了 国家 上 自然 科学 基金 
委员 会 数学 天 元 基金 的 支持 和 赞助 , 对 帮助 并 推动 我 国 读者 更 好 地 学 习 和 了 解法 国 
的 优秀 数学 传统 和 杰出 数学 成 就 , 进一步 提升 我 国 数学 (包括 纯粹 数学 与 应 用 数学 ) 
的 教学 与 研究 工作 的 水 平 , 将 是 意义 重大 并 影响 深远 的 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2008 年 5 月 26 日 
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我 于 1957 一 1958, 1958 一 1959 及 1959 一 1960 学 年 度 在 巴黎 大 学 理学 院 按照 
对 学 士 学 位 的 教学 要 求 讲课 , 本 书 是 根据 讲课 内 容 并 作 了 若干 补充 后 写 出 的 。 本 书 
主要 讲 单 复 变量 解析 函数 论 , 然而 在 第 四 章 中 接触 到 多 实 变量 或 多 复 变 量 解 析 函 数 ， 
这 只 是 为 了 使 得 能 够 把 两 个 变量 的 调和 函数 看 作 解 析 函 数 , 并 且 为 了 使 得 在 第 七 章 
中 , 当 微 分 方程 组 中 己 知 函数 是 解析 函数 时 , 能 够 讨论 方程 组 的 解 的 存在 定理 。 

本 书 内 容 包 括 “ 数 学 I[” 课 程 考试 大 纲 中 关于 解析 函数 的 部 分 。 这 些 内 容 包 括 
在 过 去 取得 学 士 学 位 应 修 课 程 “ 微 积分 ”中 。 

学 士 学 位 考试 大 纲 的 细节 是 不 确定 的 , 在 原则 上 , 教授 对 所 授课 程 取材 有 相当 
大 的 目 由 。 这 种 自由 上 只 受到 传统 的 约束 ; 关于 单 复 变 解析 函数 , 在 法 国 , 传统 确实 是 
相当 明确 的 。 也 许 现在 以 指出 我 在 多 大 的 程度 上 偏离 了 这 个 传统 为 好 。 首先 , 我 不 愿 
从 讲述 柯 西 的 观点 (可 导 函 数 及 柯 西 积 分 ) 开始 , 而 是 从 讲述 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 观点 开 
kñ, 亦 即 从 讲述 收敛 震级 数 开 始 (第 一 章 )。 在 此 以 前 简要 讲述 了 过 级 数 的 形式 运算 ， 
处 即 现 在 所 谓 形式 级 数论 。 我 还 对 传统 作 了 这 样 的 改革 : 在 第 六 章 中 , 用 两 节 初 步 系 
统 地 讲述 了 ( 复 一 维 ) 抽象 “解析 空间 ” 论 。 这 里 所 谓 “解析 空间 ”, 就 是 过 去 所 谓 “ 黎 
zm, 并 且 现 在 人 们 还 常常 采用 后 一 名 称 。 我 们 宁愿 把 黎 曼 面 这 一 名 称 保留 给 一 个 
解析 空间 以 及 这 空间 在 复 平面 (或 更 一 般 地 在 另 一 解析 空间 ) 的 全 纯 映 射 。 这 样 , 两 
种 概念 之 间 的 区 别 完全 具有 所 需要 的 明确 性 , 而 采用 古典 术语 是 不 可 能 表明 这 一 区 
别 的 。 

天 于 单 复 变 解析 函数 论 这 一 经 典 课题 , 各 国 已 经 出 版 了 并 且 还 在 继续 出 版 许多 
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GA. HTX KRER, 谈 不 上 首创 性 的 问题 。 如 果 本 书 与 法 国 过 去 的 书 不 同 , 这 也 
许 是 因为 本 书 符合 近来 日 益 流传 的 这 种 习惯 : 一 本 数学 教材 应 包含 命题 或 定理 的 准 
确 叙 述 , 即 包含 本 身 完备 且 可 供 随时 参阅 的 叙述 。 除 了 少数 几 个 明白 指出 的 例外 , 本 
书 中 所 有 定理 都 有 完整 的 证 明 。 

在 第 二 章 中 讲 到 了 与 柯 西 积 分 及 “多 值 ”函数 的 讨论 有 关 的 较 细 致 的 平面 拓扑 
问题 。 在 这 里 , 我 们 仍然 认为 准确 的 叙述 比 模糊 的 直观 和 不 清楚 的 概念 好 。 关 于 平 
面 拓扑 的 这 些 问题 , 我 受到 了 L. 阿尔 福 斯 的 极 好 的 书 (《 复 分 析 》 吕 ) 的 局 发 , 但 是 
没有 完全 按照 那 本 书 中 展开 的 观点 进行 讲述 。 我 们 假定 读者 已 知 一 般 拓扑 的 基本 概 
念 , 并 且 在 本 书 中 多 次 用 到 这 些 概念 。 事 实 上 , 本 课程 是 对 学 习 “ 数 学 I ”的 大 学 生 
讲 的 , 他 们 应 已 学 过 “数学 这 门 译 程 的 内 容 。 

我 深 深 感谢 雷 日 . 塔 卡 阿 希 先生 , 他 在 领导 学 生 的 习题 诗 中 取得 了 丰 蛙 经 验 , 承 
他 好 意 , 在 本 书 各 章 中 加 上 了 练习 题 与 问题 。 我 们 希望 这 样 做 可 使 读者 核实 他 懂得 
和 掌握 了 书 中 所 讲 的 理论 概念 。 


H. # %4 (Henri Cartan) 
1960 年 8 月 4 日 于 德 龙 省 迪 陡 


DL. Ahlfors, Complex Analysis, 2nd ed., McGraw-Hill, New York, 1966 (有 第 一 版 中 译本 : L. paf 
尔 福 斯 著 , 张 立 译 , 复 分 析 , 上 海 科技 出 版 社 , 1962 年 版 )。 
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81. ERRAK 


1. 多 项 式 代 数 


设 K 为 一 交换 域 . 考虑 一 个 字母 (或 RAR”) X 的 形式 多 项 式 , 其 系数 在 K 
中 (暂时 还 谈 不 上 给 出 X 的 值 ) 考虑 两 多 项 式 相 加 及 一 多 项 式 乘 以 一 个 “ 纯 量 ”( 即 
RU K 中 一 元 素 ) 这 两 种 运算 , 可 使 多 项 式 集 KX] 成 为 一 个 K 上 的 向 量 空间 , 其 
无 穷 基 为 
l, X, ©, X”, ... 
每 个 多 项 式 是 X" 的 一 个 有 限 线性 组 合 , 其 系数 在 K 中 , 并 且 可 写作 D aX”, 
这 里 约定 系数 的 无 穷 序列 中 除去 有 限 个 外 全 为 零 . 由 乘法 表 - 


XP. X4q — XPTdq 
可 定义 在 K[X] 中 的 乘法 , 乘积 
p ax”) . bp nxe) 
为 nX”, 其 中 
Cn = ` apb. (1.1) 


p+q=n 


2 f i iZ wk 


这 种 乘法 满足 交换 律 和 结 合 律 . 它 还 是 双 线 性 的 , 亦 即 无 论 怎样 的 多 项 式 P. P, PQ 
及 纯 量 入 


| (P, + P2) -Q = P,Q + P,Q, 
(1.2) 


(AP): Q = À: (PQ). 
这 种 乘法 以 多 项 式 x a X" 作为 单位 元 素 ( 记 作 1), 其 中 ao = 1, 并且 对 于 


n > 0, an = 0. 为 了 表述 所 有 这 些 性 质 我 们 说 KX) 加 上 其 向 量 空间 结构 及 其 
来 法 , MEER K 上 具有 单位 元 素 的 一 个 交换 代数 ; 特别 , 这 是 一 个 有 单位 元 素 的 
交换 环 . 


2. 形式 级 数 代数 
X 的 形式 大 级 数 是 形式 表达 式 》 a X". 在 这 里 我 们 不 必 再 设 系数 an 除去 其 
nzo 
中 有 限 个 外 都 为 零 . 我 们 定义 两 个 形式 级 数 的 和 为 


P °>) + P nar) = >` cnX"， 其 中 cj = a, + bn, 


n>0 n>0 n20 


还 定义 形式 级 数 与 纯 量 的 积 ; 


和 P mae) = > (Aan) X”. 
n20 ?之 0 
这 样 , 形式 级 数 的 集 KIX] 形成 在 K 上 的 一 个 向 量 空间 . 我们 用 0 记 加 法 的 零 元 
Ki 它 就 是 系数 全 为 零 的 形式 级 数 . 

两 个 形式 级 数 的 积 仍 由 公式 (1.1) 定义 , 这 公式 还 有 意义 是 由 于 其 右边 只 有 有 限 
项 相 加 . 乘法 还 满足 交换 律 及 结合 律 , 并 且 对 于 向 量 空间 的 结构 是 双 线 性 的 . 这 样 ， 

K|[X]] 是 在 域 K 上 的 代数 , 其 单位 元 素 ( 记 作 1) 为 级 数 > a X", 其 中 ao = 1, 而 

XÍ n > 0, a, = 0. 

代数 K[X] 是 KIX] 的 一 个 子 代数 , 即 只 有 有 限 个 系数 不 为 零 的 形式 级 数 的 
代数 . 


3. 形式 级 数 的 阶 
S(X) = 2 mX”. 为 了 简单 起 见 , 把 它 记 作 S. 这 级 数 的 阶 w(5) 是 一 整数 ， 


并 且 只 有 在 S Z 0 时 有 定义 : 它 是 使 an Z 0 的 最 小 的 n. 如 果 一 个 形式 寡 级 数 ç 是 
0, 或 者 如 采 o(S) > k, 那么 我 们 说 S 的 阶 > k. 虽然 当 S = 0 BF, w(5) 没有 定义 可 
ÆN T HEEL, 我 们 仍然 写 w(5) > k 
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注意 我 们 可 约定 w(0) = +co. 满足 w(5) > k (k 是 已 给 整数 ) 的 S 就 是 这 样 
的 级 数 > nX”, 当 < k 时 , an =0. 它 们 组 成 KIXI 的 一 个 子 向 量 空间 . 
n20 


定义 已 给 形式 攻 级 数 族 (S.(X)); er, 其 中 工 表示 一 个 附 标 集 . 如 果 对 于 任何 整 
B k, 除了 对 于 有 限 个 附 标 i 外 , 我 们 有 w(5;) > k, 那么 (S,(X));e : 称 为 可 和 的 . 一 
HEAR 
= >` ani X” 


n20 
的 和 定义 为 级 数 


= >` q AX, 


r20 
其 中 对 于 每 个 n, on = ani 因为 根据 假设 , 对 于 给 定 的 n, 除了 对 于 ;的 有 限 个 什 


外 , an; 为 零 , 所 以 上 述 和 式 有 意义 . 形成 可 和 族 的 形式 寡 级 数 的 加 法 运算 , 推广 了 由 
KIX ] A RA EA RAER RAAE. 这 种 广义 加 法 满足 交换 律 及 
合 律 , 其 意义 请 读者 精确 叙述 . 


由 可 和 族 概 念 可 以 回 过 头 来 说 明 形式 记号 x= a X" 是 合适 的 . 事实 上 , 我 们 约 
定 把 对 于 n Z p, 满足 an = 0 的 形式 级 数 > a X” 称 为 p 次 单项 式 , 并 把 它 记 作 
apX?. HAIK 
{an X" }nen 


(N 表示 > 0 的 整数 集 ) 显然 是 可 和 的 , 它 的 和 就 是 形式 级 数 Y an X". 


-nzo 


注意 ”两 形式 医 级 数 的 积 (乘积 ) 


er) (ee) 
就 是 一 可 和 族 的 和 , 这 族 是 由 所 有 下 列 形状 的 积 组 成 的 : 


(a X?) (b X?) = (a by) XPT q, 


其 中 第 一 个 及 第 二 个 乘 式 分 别 是 第 一 个 及 第 二 个 级 数 中 的 单项 式 . 
命题 3.1 环 KIX] 是 一 整 环 (这 就 是 说 , 从 S Z 02% T Z 0 可 推出 ST Z 0). 
证 明 设 S(X) =£ aX? 及 T(X) =Z bX? 不 为 零 . 设 p,=w(5),g, =w(T); 


= Y `e, X". 
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RIERA: 对 于 n < p, + qo,cn = 0,cp,+g， = Gp ba . 因为 K 是 一 个 域 , 并 且 
ap, Z 0,ba, Z 0, 所 以 我 们 有 cpta Z 0, 从 而 3 .7 不 为 零 . 我 们 还 证 明了 : 对 于 
S Z 0, T Z 0, #8 
w( ST) = w(S) + (T). (3.1) 
注意 我 们 可 以 考虑 形式 级 数 , 其 系数 在 具有 单位 元 素 的 交换 环 4 内 , 而 不 必 
ER K 内 . 用 上 述 方法 也 可 证 明 : 如 果 4 是 整 环 , 那么 AIX] 也 是 整 环 . 
4. 一 个 形式 级 数 代 入 另 一 形式 级 数 
考虑 两 个 形式 级 数 
S(X)= 》 a,X", T(Y)= 》 bY”. 
r2>0 p20 
E (这 是 主要 的 ) bo = 0, 换 句 话说 , o (T) > 1. 相应 于 每 一 单项 式 a,,X", 作 形 式 级 
an(T(Y))"; 这 个 式 子 之 所 以 有 意义 , 是 由 于 Y 的 形式 级 数 形成 一 个 代数 . 因为 
= 0, 所 以 a,(T(Y))” 的 阶 > n; 从 而 a, (T'(Y))% 的 族 CH n 取 值 0,1,… 时 ) 是 
可 和 的 , 并 且 我 们 可 以 考虑 形式 级 数 
Dan (TY), (4.1) 
T> 0 
其 中 含 了 的 各 项 要 重新 组 合 . 这 个 Y 的 形式 级 数 称 为 在 S(X) 中 用 TY) 代 换 x 
而 得 , 把 它 记 作 STY); 如 果 不 指 定 未 知 量 的 名 称 Y, 也 可 把 它 记 作 S o T. 请 读者 
证 明 下 列 关系 式 : 
ü +S.) o T = S10oT + Š> o T', 


iË 
数 
bo 


(4.2) 
(S152) o T = (S, o T)(S20 T), LoT = 1. 


但 要 注意 So ( + T>) 一 般 不 等 于 SoT + S o T;. 
关系 式 (4.2) 表明 , 对 于 给 定 的 了 (其 阶 > 1), 映射 5 一 So T 是 从 环 天 [[X]] 到 
环 KIY] 的 一 个 同 态 , 它 把 单位 元 素 1 变 成 1. 


注意 ”如 采 在 S(X) = 》 an X" 中 代 和 人 零 ,我 们 就 得 到 只 含 “ 常 数 项 ”的 形式 
r2 0 
级 数 ao. 
如 果 有 形式 级 数 5; 的 可 和 族 , 并 且 如 果 wT) > 1, 那么 S,o T 的 族 也 是 可 和 的 ， 


并 且 有 
b> s.) oT= Y (So T), ` (4.3) 
这 推广 了 (4.2) 中 第 一 个 关系 式 , 实际 上 , iZ 


y n 
= An, i X 9 


n20 


81， 形 式 才 级 数 5 


我 们 有 
>》 ` S,(X) = | an) X”, 
由 此 得 
bp sJ oT = bp an) (T(Y))", (4.4) 
而 . 
> S: oT = > | > tm] . (4.5) 


要 证 明 (4.4) 及 (4.5) 的 右边 相等 , 我 们 注意 , 在 两 式 中 , Y 的 任 一 乘 帘 的 系数 只 含有 
限 个 ani 然后 只 需 应 用 域 K 中 (有 限 ) 加 法 的 结合 律 . 


命题 4.1 只 要 w(T) > 1,w(U) 21, 我 们 有 关系 式 


(5 oT)oU = So (ToU) ( 代 换 的 结合 律 ) (4.6) 
证 明 (4.6) 的 两 边 有 意义 . 由 (4.2) 中 第 二 个 关系 式 , 对 n 递 推 可 得 
T” oU = (T'o U)". (4.7) 


因此 当 S 是 单项 式 时 , (4.6) 的 两 边 相等 . 
由 此 , 并 且 把 级 数 S 看 作 (无 穷 个 ) 单项 式 的 和 > a X", 可 推出 (4.6) 在 一 般 
情况 下 成 立 : 由 定义 , 我 们 有 


SoT = 》 nT”, 


n20 


又 由 (4.3), 有 
(So T)o U = Y an(T™ o U); 
r>0 


而 由 (4.7), 上 式 右 边 等 于 
| Y a,(T oU): = So (T oU). 
证 完 . 
5. 形式 级 数 的 倒 级 数 
在 环 KIY] 中 , 我 们 有 恒等式 
((1I-—Y)1+Y+- +Y +:..)=1, (5.1) 


其 证 明 不 难 作 出 . 因此 级 数 1— Y 在 KIY] FREAR, 称 为 它 的 倒 级 数 . 
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命题 5.1 要 使 S(X) = Ya,X" 对 于 KIX] 的 乘法 有 逆 元 素 , 必须 而 且 只 需 
ao Z 0, 亦 即 S(0) Z 0. Í 
证 明 条 件 是 必要 的 , 因为 如 果 


T(X)= Y b,X" 并 且 S(X)T(X)=1, 


我 们 有 aobo = 1, 从 而 oo Z 0. 相反 地 , 假定 ao Z 0, 我 们 要 证 明 (as) 1S(X) = S,(X) 
有 一 逆 元 素 Ti(X), 从 而 可 推出 S(X) 有 逆 元 素 (ae) T(x). 可 是 


S (X) = 1—U(X). (U) > 1; 
因此 我 们 可 在 关系 式 (5.1) 中 用 U(X) 代替 Y, 从 而 1 -U(X) 有 一 逆 元 素 . 证 完 . 


注意 我 们 已 经 把 多 项 式 代数 KIX] 开拓 成 形式 级 数 代数 KIX]. 可 以 看 出 , 任 
何 满足 Q(0) Z 0 的 多 项 式 Q(X) 在 环 KIXI 中 有 逆 元 素 , 因此 这 环 包 含 所 有 商 式 
P(X)/Q(X), 其 中 己 及 @ 是 多 项 式 , 而 且 Q(0) Z 0. 

6. 形式 级 数 的 导数 


设 S(X) = Ya, X". 作为 定义 , 导 级 数 S'(X) 由 下 列 公式 给 出 : 


S'(X)= Y nanXn -1 (6.1) 
7 之 0 
我 们 也 可 把 导数 5' 写作 E 或 -SS (有 限 或 无 穷 ) 和 的 导数 等 于 导数 的 和 . 映射 
9 一 9' 是 从 KI[X]] 到 其 本 和 号 的 线性 映射 , 此外, 两 形式 级 数 的 积 的 导数 由 下 列 公 式 
给 出 : 
d dS dT 


实际 上 , 只 需 在 S 及 T 为 单项 式 的 特殊 情形 下 证 明 这 一 公式 ， 而 这 是 可 以 立即 证 
明 的 . 
如 果 S(0) #0, B T Æ S 的 倒 级 数 (参看 第 5 Et). 由 公式 (6.2) 得 


I d /1 1 dS 
1X (5) T IX (6.3) 
我 们 可 递 推定 义 形 式 级 数 的 逐次 导数 . 如 果 S(X) = Xa, X" n 阶 导数 是 
So)(X) = nlan + 次 数 > 1 的 各 项 . 


因此 有 
S™ (0) = nlan, (6.4) 


这 里 St (0) 表示 在 SW(X) H, 用 级 数 0 代 换 x 而 得 的 结果 . 


81， 形 元 大 级 数 “7- 


7. 反 级 数 
H (X) = X 所 定义 的 级 数 T(X) 对 形式 级 数 的 复合 是 中 性 元 素 : 
SoI=S=IoS. 
命题 7.1 设 已 给 形式 级 数 S 要 使 得 存在 形式 级 数 全 满足 
T(0)=0, SoT= LI, (7.1) 
必须 而 且 只 需 
5(0) = 0， S'(0) #0. (7.2) 


如 果 是 这 样 , T 是 唯一 的 , 并 且 我 们 有 人 ToS = L. 1& 6] Fj, T Æ S 对 复合 法 则 o 


证 明 设 S(X)= Y anXn TY) = Y nY”. 如 果 我 们 有 


n20 
S(T(Y)) = Y, (7.3) 
由 两 边 相 应 项 系数 相等 即 得 
qo = 0, aıbı = 1. (7.4) 
因此 条 件 (7.2) 是 必要 的 . 
BERI (7.2) RZ. S (7.3) 左边 中 Y” 的 系数 为 0, 这 一 系数 等 于 
aiT(Y)+as(T(Y)) + + a, (T'(Y))" 
F Y" 的 系数 , 由 此 得 关系 式 


Qibn + Palaz,- , Qn, bi, : : , b. 1) = 0, (7.5) 


其 中 P, 是 已 知 的 整 系数 (> 0) 多 项 式 , 并 且 对 a2,… ,an 是 线性 的 . 既然 a, Z 0, 
H (7.4) 中 第 二 个 关系 式 可 算出 br; 其 次 , 对 于 n > 2, 由 关系 式 (7.5) 对 n 递 推 可 算 
出 bn. 这 样 就 证 明了 形式 级 数 了 (7Y) 的 存在 与 唯一 性 . 

上 面 求 得 的 级 数 满足 T(0) = 0, T”(0) Z 0, 因此 对 了 应 用 刚刚 对 S 已 证 明 的 结 
末 , 可 见 存 在 着 一 个 形式 级 数 S1, 满足 


91(0) = 0, ToS = I. 
我 们 有 
951 一 oo91=(9o7)ooI1==9oTooi)=9o7=9. 
因此 S, ME S, 并 且 恰 好 有 To5 = I, 证 完 . 
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注释 既然 S(T(Y)) = Y, T(S(X)) = X, 我 们 可 以 说 “形式 变换 ” 
Y=S(X), X=T(Y) 
互 为 反 变换 ; 也 可 把 了 称 为 级 数 S 的 “ 反 形 式 级 数 ”. 
命题 7.1 是 一 种 “形式 隐 范 数 定理 ”. 


82. KAERA 

1. 复数 域 

以 下 域 K ER R 或 C 二 者 中 之 一 : R 表示 实数 域 , C 表示 复数 域 

我 们 记得 , 复数 z = x+ iy (z K y 是 实数 ) 可 用 及 2 平面 上 坐标 为 x K y 的 点 
表示 . 如 果 对 每 个 z = z+ iy, H Hp" 数 z = zx 一 iy, 我 们 就 确定 了 域 C 的 一 个 自 
同 构 z 一 z; 这 是 因为 有 关系 式 

z+ =Z+ Z, zz = ZZ/. 

z WHR WC E. z. 换 句 话说 , 变换 z 一 z 是 对 合 的 , J8REJ26 J Hy ied. 

我 们 确定 复数 z 的 范 数 , 绝对 值 , 或 模 如 下 : 


1/2 


|z| = (22) 
它 具 有 下 列 性 质 : 
z+z|<lz|+lzl, lzz|=|z|:|z|, ÇB|=1. 
WA |z| 总 是 > 0, 并 且 只 有 在 z = 0 时 为 零 . 由 范 数 可 定义 域 C 中 的 一 个 距离 : 从 
z 到 z 的 距离 是 |z — z'|; 这 就 是 R 平面 上 的 欧 氏 距离 . 对 于 这 种 距离 , C 是 完 
空间 , 亦 即 柯 西 判别 准则 成 立 : 要 使 点 列 z,(e C) 有 极限 , 必须 而 且 只 需 我 们 有 


dim |zm— zn|=0. 


T — OQ 


丛 这 一 柯 西 判 别 准则 可 推出 著名 的 定理 : 如 果 复 数 项 级 数 un 满足 D [un] < +00, 
那么 这 级 数 收敛 (我 们 说 级 数 绝对 收敛 ). 此 外 ， 


T, T, 


我 们 总 把 R 看 作 C 的 一 个 子 域 , 亦 即 满足 = z 的 z 所 形成 的 子 域 . 从 C 上 
的 范 数 寻 出 及 上 的 范 数 , 它 就 是 实数 的 绝对 值 . R 是 完备 的 . 在 后 面 , 域 C (或 R) 
的 范 数 起 着 主要 的 作用 . 

我 们 把 z(e C) 的 “ 实 部 ”及 “ 虚 系 数 ” 记 作 


Re(z) = TE +z) K Im(z) = (z — Z). 


S2. KARAK . 9. 


2. F 2CP 31 IN SO AY W STK e: — El Eh 


(关于 这 里 讲 到 的 概念 , 读者 可 参考 J. 迪 斯 米 埃 的 《数学 教程 1 》, J. Dixmier, 
Cours de PA. C. E. S., Topologie, VI 章 , 89. 中 译本 , J $ imit, 北京 高 等 教育 出 版 
4E, 1988 4 )® 


考虑 在 集 E 上 年 义 的 取 实 值 或 复 值 的 函数 (更 一 般 地 , 可 考虑 在 一 完备 赋 范 向 
量 空 间 内 取 值 的 男 数 ; 参看 上 引 书 ). 对 于 每 个 函数 u, 我 们 记 


lu|| = sup |u(z)|, 
r€ E 


这 是 一 个 > 0 的 数 , 有 时 可 为 无 穷 大 . 当 |lul| < +co BF, 对 于 每 个 数量 和 , 我 们 显 
然 有 
lu + o| < [ull + lol, Aull = 

换 句 话说 , 在 满足 |lul| < +0 的 函数 u 的 向 量 空间 上 , lul 是 一 个 范 数 . 

已 给 函数 项 un 的 级 数 , 如 果 范 数 的 级 数 Y unl 是 一 正 项 收 伊 级 数 , 亦 即 如 果 
V junli < +oo, 那么 我 们 说 级 数 un, 正规 收敛 . 由 此 可 推出 : 对 于 每 个 x c E, 级 
数 Y |ua(z) or, 从 而 级 数 Y u, (z) 绝对 收敛 ; 不 但 如 此 , 如 果 v(z) 表示 后 一 级 数 
的 和 , 我 们 有 | 


Pp 
loll < > al， lim lv — Y unl] = 0. 
p— oo 
n n=Q0 


上 列 第 二 个 关系 式 表明 : 当 p 趋 近 于 无 穷 大 时 , 部 分 和 Y un -M F v. 这 样 
任何 正规 收敛 级 数 是 一 致 收敛 的 . 

iz 4 E E 的 一 个 子 集 , 考虑 E 上 一 般 项 是 un 的 级 数 . WR RRN 

u, = uA (un Æ A 的 限制 ) 

的 级 数 正 规 收敛 , 那么 我 们 说 Sun 对 于 z e 4 正规 收敛 . 这 时 对 每 个 jua (z)|, 可 找 
到 常数 en > 0 作为 它 在 4 上 的 一 个 上 界 , 使 得 级 数 I en 收敛 . 

我 们 记得 , (在 拓扑 空间 E E) 连续 函数 的 一 致 收敛 序列 的 极限 是 连续 的 . 特别 ， 
连续 函数 项 正规 收敛 级 数 的 和 是 连续 的 . 由 此 可 以 推出 : 

命题 2.1 假定 对 于 每 个 n, lim wn(z) 存在 , 设 an 是 这 一 极限 的 值 . 这 时 如 果 
级 数 Yun 正规 收 北 那么 级 数 Sa ki, HARMA 


s 


2an = dim, p oj 


中 也 可 参考 J. Dieudonné, Foundations of Modern Analysis, Acad. Press, Inc., New York, 1960. 
中 译本 . 现代 分 析 基础 , 第 一 卷 , 郭 瑞 芝 等 译 , 科学 出 版 社 ,1982 年 .译注 
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(交换 求 和 与 求 极限 的 次 序 )， 
以 上 所 讲 的 都 可 推广 到 多 重 级 数 , 还 可 更 一 般 地 推广 到 函数 的 可 和 族 (参考 迪 
斯 米 埃 的 上 引 教程 )， 


3， 壤 级 数 的 收敛 半径 


我 们 将 考虑 的 所 有 过 级 数 的 系数 都 在 域 R 及 C 二 者 之 一 内 . 

还 要 指出 , 当 系 数 是 在 更 一 般 的 非 离 散 完 备 赋值 域 时 , 以 下 所 讲 的 仍然 成 立 , 即 对 这 样 的 域 K 
成 立 : CRAM K 到 非 负 实 数 集 的 映射 z 一 |z|, 满足 

| z+y < lz 十 加 ， lzy|= |z|- ||, 
(zl = 0) @ (z = 0), 

并 且 存 在 着 一 些 r Z 0, 使 得 |z| Z 1. 

设 S(X) = > q X" 是 一 形式 级 数 , 其 系数 在 R 或 C 内 . 我 们 要 用 域 中 一 元 

之 0 

素 z 来 代替 字母 X, 这 样 可 得 出 级 数 的 一 “ 值 ”5S(z), 这 个 值 是 域 中 的 元 素 ; 但 进行 
这 种 代 换 必须 要 求 级 数 收敛 . 实际 上 我 们 限于 考虑 级 数 为 绝对 收敛 情形 . 

准确 地 说 , 引进 实 变数 r > 0, 并 且 考 虑 正 (或 零 ) 项 级 数 

> lan|r”, 


n20 
它 称 为 级 数 5S(X) 的 连带 级 数 . 它 的 和 是 一 确定 的 数 > 0, 并 可 能 为 无 穷 大 . 满足 
>` aa [r < 十 co 


r 20 
HJ r > 0 的 集 显 然 是 半 直 线 R+ 的 一 个 区 间 , 并 且 由 于 级 数 在 r = 0 时 收敛 , 这 个 区 
间 不 是 空 的 . 它 在 右边 是 开 的 或 闭 的 , 它 是 有 限 或 无 限 区 间 , 并 且 可 能 化 为 唯一 的 点 
0. 在 所 有 情形 下 , 设 p 是 这 区 间 的 上 确 界 : p 是 一 个 非 负 的 有 限 数 或 无 穷 大 , 并 且 可 
能 是 零 . 我 们 称 它 为 形式 寡 级 数 D a X” 的 收敛 半径 . 满足 |z| < p 的 数 z 的 集 称 
为 疑 级 数 的 收敛 圆 盘 ， 它 是 一 个 开 集 WR p = 0, 它 是 空 集 ， 当 系数 的 域 是 复数 域 
C 时 , 这 确实 是 一 个 圆 盘 . 


命题 3.1 a) 对 于 任何 + < p, 级 数 》 anz” 对 |z| < r 正规 收敛 ; 特别 , 对 满足 
n20 
|z| < p 的 每 个 z, AAAA. 
b) 级 数 》 anz” 对 |z] > p RR (对 |z| = po 不 能 作 结 论 )， 
T 20 
证 明 命题 3.1 可 由 下 列 引 理 推出 . 


阿 贝 尔 引 理 设 实 数 r 及 ro 满足 U < r < To. 如 果 存 在 着 一 个 有 限 数 M > 0, 
IRR TAEA n > 0, 
lan |(ro)” < M, 
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那么 级 数 2 anz” 对 |z] < r 正规 收敛. 

事实 上 我 们 有 lanz”| < lan|r” < M(r/ro)", 并 且 en = M(r fra)? 是 一 个 收敛 
级 数 的 一 般 项 , 即 一 个 公 比 为 r/ro < 1 的 几何 级 数 的 一 般 项 . 

现在 证 明 命 题 3.1 的 论断 a). WR r < p, W ro, 使 得 r < ro < p; 既然 级 数 
> las|(ro)" Way. 其 一 般 项 以 一 个 确定 的 数 M 为 上 界 , 于 是 由 阿 贝尔 引 理 可 推出 ， 
r, >Ü 
Y anz” 对 |z| < r 正规 收敛 . 还 只 需 证 明 论 断 b). 如 果 |z| > p, 那么 存在 着 一 些 整 
n20 
数 n, 使 得 lanz”) 可 为 任意 大 ; 因为 否则 由 阿 贝尔 引 理 , 对 于 满足 p < r < |z| 的 一 
+ r, 级 数 2 an|(7 ”应 当 收 敛 , 这 与 p 的 定义 相 了 矛盾 . 


收 伍 半 径 表示 式 (阿达 马 )” 现 证 明 公 式 
1/p = lim sup an (3.1) 


首先 我 们 知道 , 实数 un > 0 的 序列 上 极限 的 定义 是 


lim sup un = lim (sup un). 


为 了 证 明 (3.1), 我 们 应 用 经 典 的 收敛 判别 准则 : 设 有 数 w > 0 的 序列 , 如 果 
lim ysup(vn) /" < 1, 就 有 2 Un < +oo; 并 且 如 果 lim sup(vn) 人 > 1, 就 有 2 Un = 
+co(〈“ 柯 西法 则 ”， 这 一 准则 可 从 比较 级 数 Du 与 一 几何 级 数 推出 ) 在 这 里 我 们 令 
vn = lan|r”, 从 而 


T, 


lim sup(un)'/ = r(lim: Sup janl”), 


n— OQ 


因此 级 数 > lan|r” 当 1/r > lim sup |an| 人 时 收敛 , 当 1/r < lim sup |an| 时 发 散 . 
这 就 证 明了 (3.1) 
几 个 例子 1) 级 数 S ne 的 收敛 半径 为 零 : 
r 20 


2) 级 数 并 二 z 的 收敛 半径 为 无 穷 大 ; 
n50 n: 
3) %3 S z” 2 一 2 及 > Zz” 的 收敛 半径 都 等 于 1， 可 以 证 明 , 它们 在 


nn 之 0 n> 


z|=1 上 的 收 仇 或 发 散 的 性 质 不 同 . 
4. 收敛 知 级 数 的 加 法 和 乘法 
命题 4.1 设 4(X) 及 B(X) 是 两 个 形式 震级 数 ， 其 收敛 半径 > p. 设 
S(X)= A(X)+ B(X) 及 P(X)= A(X): B(X) 


是 它们 的 和 及 乘积 . 那么 
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a) 级 数 S(X) 及 P(X) 的 收敛 半径 > p; 
b) 而 且 对 于 |z| < p, 我 们 有 


S(z) = A(z)+ B(z), Pl(z) = A(z)B(z). (4.1) 
证 明 iz 
X)= 》 nX", B(X)= Y bnX", 
=Y nX", P(X)= Y hX”. 


今 
Yn = |an| + bnl, ôn = > ap| : [bn—pl. 


O0<p<mn 


我 们 有 |en| < Yn, |d,,| < ôn. WÈ r < p, 级 数 Y aa [re K Y |b,|r2 收敛 , 从 而 
n20 n 20 


Y `a r" = P at”) + p mr) < +00, 


n 之 0 n20 n20 


> ónar" = PD2 . PD2 < +oo. 


n20 p20 q2>0 

因此 级 数 lc [r 及 2 dnr” 收敛 ,这样 , 任何 r < p 至 多 等 于 级 数 S(X) 及 
P(X P nnt 由 此 可 见 , 这 两 收敛 半径 > op. 
只 要 证 明 关 系 式 (4.1). 其 中 第 一 式 是 明显 的 , 第 二 式 可 由 收敛 级 数 的 乘法 推 
出 ; EEIE 我 们 有 一 经 典 命 题 , 现 复述 如 下 : 
命题 4.2 设 》 u, 及 > vn 是 两 绝对 收敛 级 数 . 如 果 令 
7 之 0 
一 > UpUn—p, 
0<p<n 


那么 级 数 X wn 绝对 收敛 , 并 且 它 的 和 等 于 积 


e) (E) 


FXE, $ = 2 unl, ba = 2 vnl, 我 们 有 


np 


Y lwn < YY lupl :lvgl = aoo; 


n>0 p>0 q>0 
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而 且 , WR m > 2n, 


> ui P n) | P n) 

k<m kn ksn 
的 绝对 值 不 超过 一 些 项 |u,| val) 的 和 , 这 里 整数 p 及 q 中 至 少 有 一 个 > n. 这 个 和 
不 超过 Q&obn+1 + BoQn+1, 而 后 者 当 m 趋 于 无 穷 大 时 趋 近 于 0. 因此 2 Wk 趋 近 于 


ENA Xu, 及 D on MRB Sm 


n>0 


5. KARRA RAA — KARR 


设 已 给 两 形式 需 级 数 S 及 了 ME T(0) = 0. 在 831 第 4 段 中 , BATTER 
级 数 So T 的 定义 . 
命题 5.1 令 T(X) = 》 mX”. 如 果 收 敛 半径 0(S) 及 p(T) 都 关 0, 那么 U = 
nzi 


S o T AFI Z 0. 准确 地 说 , 存在 着 7 > 0, 使 得 2 lb. |r < p(S). 如 果 这 样 
选 出 m U 的 收 敏 半径 >r, 并 且 对 于 满足 |z| < r 的 任何 ， Z, ”我 们 有 


T(z)| < p(S) 


K 
S(T(z)) = U(z). (5.1) 


证 明 < S(X) = E nX”. 由 于 了 的 收敛 半径 关 0, 对 于 充分 小 的 7 > 
n 之 0 
0，》 jonr 是 有 限 数 ， 因 此 对 于 充分 小 的 7 > 0, S lbnr 是 有 限 数 ， 从 而 当 
n>1 n>1 
r 趋 近 于 0 时 ， 


>》 |b. = r. P nr=) 


nzi nzi 


趋 近 于 0. 于 是 存在 着 一 个 7 > 0, 使 得 P |bnalr” < p(S). 那么 
r 21 


p 
> lapl P mr) 
p20 k21 


是 有 限 数 . 既然 这 是 一 个 级 数 》 yar", 并 且 如 果 令 U(X) = > cI X", 我 们 显然 有 
7 之 0 n> 
eS < Yn. 这 样 ， Si cnlr” EAR 而 且 U KWK > r. 


0<k<m 


HJ T — T (z) 是 环 的 一 个 同 态 , 并 且 S, 是 多 项 式 , 对 于 |z| < r, 我 们 有 
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因为 级 数 S 在 点 T(z) 收敛 , 所 以 我 们 有 
S(T(z)) = lim Sn (T(z)). 
男 一 方面 , U — Un = (S — Sn) o T 的 系数 的 绝对 值 小 于 


> ap (zer) 
pon k2>1 
的 相应 系数 . 当 n 一 +oo 时 , 上 列 级 数 的 和 趋 近 于 0. 于 是 对 于 |z| < r, `4 n 一 +o 
HJ, U(z) 一 U,,(z) 趋 近 于 零 . 因此 最 后 有 : 对 于 |z| < r, 
U(z)= lim Un(z) = lim Sn(T(z)) = S(T'(z)), 
这 样 证 明了 关系 式 (5.1). 证 完 . 

KRA (5.1) 的 解释 : 假定 像 命 题 5.1 的 叙述 中 那样 选取 r. H T 表示 对 |z| < r 
确定 的 函数 z — T(z), 同样 用 S 及 U 表示 级 数 S 及 U 所 确定 的 函数 . 关系 式 (5.1) 
表明 , 对 于 |z| < r, 复合 映射 S o T 有 定义 , 并 且 等 于 U. 这 样 , 从 形式 级 数 之 间 的 关 
系 U = SoT 可 以 推出 : 4 S 及 了 的 收敛 半径 Z 0 时 , 只 需 限 于 考虑 绝对 值 充 分 小 
的 变量 z 之 值 , 就 有 关系 式 U = Š o T. 

6. 收敛 震级 数 的 倒 级 数 

我 们 知道 (81, 命题 5.1), 如 果 S(X) = x= a X", 其 中 ao Z 0, 那么 存在 一 个 并 
且 唯 一 一 个 形式 级 数 T(X), 使 得 乘积 S(X T (X ) 等 于 1. 

命题 6.1 如 果 S 的 收 伊 半径 Z 0, 那么 满足 ST = 1 HAX T 的 收敛 半径 
也 — Q. 

证 明 HESAR S(X), 可 以 化 到 ao = 1 情形 . 然后 令 S(X)=1-U(X), 
其 中 U(0) = 0. 倒 级 数 T(X) 可 在 级 数 1 + 2 Yr 中 用 U(X) 代 换 Y 而 得 . 既然 级 
£V 1 + x y" 的 收敛 半径 等 于 1, 从 而 = 0, “于 是 命题 6.1 可 由 命题 5.1 推出 . 


7. 收敛 才 级 数 的 求 导 
命题 7.1 设 S(X)= 和 nX” 为 一 形式 需 级 数 , 并 设 


n Z 
_ n—1 
= 5 Nan X 


n20 
为 导 级 数 (参看 81 第 6 R). 那么 级 数 83 及 S AKAFARA. 而 且 如 果 这 一 收 化 
半径 o #0, 我们 有 , 对 于 |z| < p, 


S'(z) = lim S(z +h) — S(z) 


Po (7.1) 
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HP h A Z 0 的 值 趋 近 于 0. 

初步 评注 ”如果 |z] < p, 那么 对 于 绝对 值 充分 小 的 h ( 即 对 于 |h| < o 一 |z|), 我 
们 也 有 |z + h| < p, 因此 S(z +h) 有 意义 . 另 一 方面 . 在 关系 式 (7.1) F, 当 系 数 的 域 
是 域 R. 时 , 应 设 h 从 不 等 于 0 的 实数 值 趋 近 于 0; 当 系 数 的 域 是 域 C 时 , 应 设 h JA 
不 等 于 0 的 复数 值 趋 近 于 0. 在 域 R 情形 , 关系 式 (7.1) 表明 函数 z — S(z) 有 导数 
9'(z); 在 复数 域 C 情形 , 关系 式 (7.1) 表明 我 们 也 有 关于 复 变 数 z 的 导数 概念 . 在 
所 有 情形 下 , HERA (2) 存在 显然 可 推出 : 函数 S(z) 对 于 |z| < p 连续 , 而 且 这 
一 点 也 可 直接 证 明 . 

pam 7.1 的 证 明 S |a,| = an, 并 把 级 数 S 及 S 的 收敛 半径 记 作 p 及 o. 如 
R r <p, 级 数 > na rn l WA, 于 是 


>` QnTr” < T P ee < +00, 


nzi n20 


AT r < p. RZ, 设 r 是 小 于 p 的 一 数 , 取 r, 使 得 r < r < p, 我 们 有 


1 1 / rrit 
NAanr” = — (anr) n (>) . 
r! r! 


EHA r' < p, 存在 着 一 个 (有 限 ) 数 M > 0, 使 得 对 于 任何 mw anr” < M, 从 而 


< M r n—i 
r r 


并 且 由 于 级 数 D m (二 ) 。 收敛, 级 数 E nonr" kek, 因而 r < z. 这 样 ,任何 
小 于 m 的 数 < p, 并 且 任何 小 于 p 的 数 <; o. 由 此 推出 o = p. 
还 只 要 证 明 关系 式 (7.1). 固定 z, 使 得 |z| < p; 选取 r, 使 得 |z| < r < p; 并 且 今 
后 设 
0 = |h| < r -|zl. (7.2) 
于 是 S(z + h) 有 意义 , 并 日 我 们 有 
"TU 5) — S'(z)= 5 u, (z, h), (7.3) 
其 中 已 令 
ua (z,h) = a,Í(z+h)"''l + z(z +h)? 1... H nT! _ nz?) 
BEZA |z| 及 |z 十 hl #ËÉ < r, RIE |u,(z,h)| < 2na,rn |l. 既然 了 < p, 我 们 有 
》 nanr” 1 < +oo. 因此 已 给 s > 0, 存在 一 整数 no, 使 得 


ni 
E€ 
n—i 
5 272CQpy < z 


n>no 
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这 样 选取 了 no 后 , 有 限 和 Y unl, h) 是 一 个 h 的 多 项 式 , 并 在 h = 0 时 为 零 , 因 


T< To 


此 只 要 |j 小 于 一 个 适当 的 数 n, 就 有 
以 及 |h| < n, 从 (7.3) 可 推出 


Y ua(z,h)| < e/2. 最 后 , 如 果 h WE (7.2) 


ngno 


< 


> ua (z, h) 


T <mTo 


+ >` Manr 1 < ec. 


nono 


S(z+h)—S(z2) ,, 
— L S'a) 


于 是 关系 式 (7.1) 得 证 . 


评注 可 以 证 明 , 对 于 满足 |z| < r 的 z (r 是 严格 小 于 收敛 半径 p 的 一 个 确定 
的 数 )， Sath s) 一 致 收敛 于 S'(z). 


8. 客 级 数 系数 的 计算 


设 S(X) 为 一 形式 知 级 数 , EKE p Z 0. 对 于 |z| < p, 设 5(z) 为 级 数 
5、 anz” 的 和 . 这 是 一 个 有 导 函 数 S'(z) = E narz”! 的 图 数 . 对 级 数 S 可 重新 应 


n 之 0 n20 
用 命题 7.1, 因此 对 于 |z| < p, S'(z) 也 有 一 导 函 数 S" (2), 它 是 有 同一 收敛 半径 p 的 
FRA 》 n(n - la, zn 2. 依 此 类 推 . 由 递 推 可 以 看 出 , 对 于 |z| < p, S(z) 征 无 限 
9 之 0 
THRA, 其 n 阶 导 数 是 
S™) (2) = nlan + T, (z), 


其 中 T, 是 阶 > 1 的 级 数 , 换 句 话说 , T,,(0) = 0. 由 此 推出 
an = 了 80 (0). (8.1) 


这 个 基本 公式 特别 表明 : 如 果 我 们 知道 函数 S(z) 在 0 的 邻 域 (无 论 怎 样 小 ) ARTE, 
ERAR S 的 系数 a,, 就 完全 确定 了 . 因此 

已 给 对 于 充分 小 的 |z| 有 定义 的 函数 f(z), 那么 存在 至 多 一 个 形式 寺 级 数 S(X) 
= © a X", 其 收敛 半径 z 0, 并 且 对 于 充分 小 的 |z|, 我 们 有 f(z) = > anz”. 


r, 20 


9. 收敛 究 级 数 的 反 级 数 
请 参阅 81 中 命题 7.1. 
命题 9.1 jJ S 是 满足 
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的 级 数 . 如 果 S 的 收敛 半径 Z 0, 3RZ T 606) k E 43, Z 0. 


读者 可 以 不 作证 明 承 认 这 一 命题 , 因为 本 书后 面 (第 四 章 85 命题 6.1) 要 作出 一 
个 证 明 (其 原理 不 是 建立 在 收敛 究 级 数论 上 ). 

可 是 对 于 好 育 的 读者 , 在 这 里 有 一 个 建立 在 寡 级 数论 范围 内 的 直接 证 明 . 它 要 用 到 “控制 级 
数 ”的 概念 (参看 第 七 章 ). 再 采用 81 中 命题 7.1 的 证 明 中 的 记号 , 并 且 考 虑 那 一 节 中 关系 式 (7.5), 
由 这 些 关 系 式 可 以 算出 所 求 级 数 TX) 的 未 知 系数 bn. 除 级 数 S(X) 外 , 还 考虑 一 个 “控制 ”级 
数 , 即 级 数 

S(X) = AX — > An X", 
其 系数 An > 0, 并 且 对 任何 m, |an| < An; 还 假定 41 = |ai|. 相应 于 级 数 S, 由 81 中 命题 7.1 可 
以 作出 一 个 级 数 . 
TY) = > ` BnY”, 


使 得 S(T(Y)) = Y. 级 数 的 系数 Ba 由 与 81 中 (7.5) 相 类 似 的 下 列 关系 式 给 出 : 
A1Bn, — Pn(A2,... , An, Bi... ,Bn_1)=0. (9.1) 
按 n 递 推 可 以 得 出 : 
[bn] < Bn. (9.2) 


由 此 可 见 , 级 数 T BJ Ako 46 2 26 23 T 的 收敛 半径 . 我 们 要 证 明 级 数 T KA > 0, 
这 样 就 证 明了 命题 9.1. 

为 此 , 选择 级 数 5 如 下 : Ú r > 0 是 严格 小 于 级 数 S 的 收敛 半径 的 一 个 数 (由 假设 , 这 一 收 
MF z 0), 因此 级 数 > lanlr” 的 一 般 项 不 超过 一 个 有 限 数 M > 0, 如 果 令 


i=|al，An = M/r” XPT n > 2, (9.3) 
WIFE S 的 一 个 控制 级 数 的 系数 . 对 于 |z| < r, 其 和 5(z) 等 于 


2 2 
S(z) = Az — M — 他 . 


— z/r 


现 求 一 个 函数 Ty), 它 对 于 充分 小 的 y 的 值 确定 , 在 y = 0 时 为 零 , 并 且 5(T(y)) = v 恒 成 立 : 
T(y) 必然 是 下 列 二 次 方程 的 解 : 


(Ai/r+ M/r°)T" — (A1 +y/r)T +y =0; (9.4) 
这 一 方程 有 解 (在 y = 0 时 为 零 
T(y) = Aí +y/r — y (A)? — 2Aıy/r — 4Mu/r2 + y?r? 


2(Aı/r + M/r?) 


当 ly| 充分 小 时 , 上 式 中 根 式 的 形式 是 AVT + u, 其 中 lu| < 1, 因此 To) 有 y HRARUER, 
它 对 于 充分 小 的 |y| 收敛, 于 是 这 级 数 的 收敛 半径 + 0, 这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 
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83. 指数 函数 及 对 数 函 数 
1. 指数 函数 


我 们 已 经 讲 过 (82 第 3 段 ), 形式 级 数 D — X" 的 收敛 半径 为 无 穷 大 . 对 于 复 
n>0 TL. 
值 z, 定义 ez 为 一 个 绝对 收敛 级 数 的 和 : 


e” = >` iz". 


n20 
H 82 中 命题 7.1, 这 函数 有 导数 
(e) = e°. (1.1) 
>J Hl, 对 一 般 项 为 
1 n 1 In 
Un = ni ， Un = nl 
的 两 级 数 应 用 82 中 命题 4.2, 我 们 得 到 
| 1 p.m —p _ z >! n 
K Sn P= p)! Z aet 
因此 | 
ezsz — ez. (指数 函数 的 基本 函数 性 质 ). (1.2) 
特别 | 
eze 7 = 1; 因此 对 任何 z, ez = 0. (1.3) 


令 z= x+ ¿(z K y 是 实数 ), 我 们 有 


ez+t — eT . etu 


2 


因此 问题 归结 为 研究 两 水 数 ez 及 e”, 其 中 r 及 y 是 实 变 数 . 我 们 有 


d d; . 
gE) = e“, gE? = ie”. (1.4) 


2， 实 指数 函数 ez 
我 们 已 经 看 到 ez z 0, 进一步 还 有 ez = (ez/2)2 > 0. 
又 由 展开 式 er 一 1TTZ+ 林 十 可 得 : 对 于 x > 0, e° > 1+z. 因此 


lim e” = +00; 
了 一 十 Co 
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将 z 换 成 -zx, 就 得 到 
im e” = 0. 
这 样 , ez 是 实 变数 z 的 函数 , 它 从 0 严格 递增 到 +oo. 因此 变换 上 = ez 具有 对 
t > 0 有 定义 的 逆 变 换 , 把 它 记 作 


x = log t. 
这 是 从 -co 严格 单调 递增 到 +oo 的 一 个 函数 . 从 ez 的 函数 关系 式 可 得 
log (tt’) = logt + logt’, (2.1) 


特别 , log1 = 0. 
2 — rl, H> F RAFA En 
Ž (logt) = 1/t. (2.2) 
H 1+u(u > 一 1) IK t, log (1 + u) 是 — 的 原 函 数 , CE u = 0 时 为 零 . 然而 我 
们 有 笑 级 数 展 式 
1 
I+u 


RAKIET 1. 由 82 中 命题 7.1, 原 图 数 的 级 数 有 相同 的 收敛 半径 , 其 和 有 导数 
一 一 , 因此 对 于 lw| < 1, 


一 一 全 十 这 十 十 (一 1 lan 十 .…， 


l+u 
2 n 
log (1 +u) =u- Z +o H(I IT +. (2.3) 
(实际 上 , 这 一 展开 式 对 于 w = 1 也 成 立 ). 
现在 令 | E 
S(X)=> JX", T(Y)= > (1) — (2.4) 
n21, ` nzi 


并 求 复 合 级 数 U = So T. H 82 中 命题 5.1, 我 们 有 : 对 于 —1 < u < +, 


然而 T(u) = log(1+ u), S(x) = ez — 1, 因此 
U(u) = eu) 21 = (1+u)-1 =u. 


TR 8 RR RRR ARE — tE (参看 82 第 8 Ez), 上 式 证 明了 形式 级 数 U 就 是 
I. 这 样 , 级 数 S 及 了 互 为 反 级 数 ， 
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3. 虚 指 数 函 数 eiy (y 为 实数 ) 
ey 的 级 数 展开 式 表 明 ei 是 et Apek, [NJ eiy .e-iy 是 eiy 的 模 的 平 
方 . 但 由 关系 式 (1.3), 这 一 乘积 等 于 1. 于 是 
le] = 1. 
我 们 看 出 , 在 表示 域 C 的 平面 上 , 点 ez 在 单位 圆 上 , 即 在 与 原点 O 距离 为 1 的 点 
的 轨迹 上 . 满足 |u| = 1 的 复数 ú 关于 乘法 构成 一 个 群 U. 函数 关系 式 


. / . 。 
ei(yty) — oiy. piy 


表明 : 映射 y 一 eiy 是 加 法 群 及 到 乘法 群 U 的 一 个 同 态 . 现 进一步 研究 这 种 映射 


定理 ES ye” 把 及 了 映射 到 U 上, 并且 它 的 “ 核 ” (这 是 满足 eiy 一 1 的 
的 子 群 , 其 中 1 为 U 的 中 性 元 素 ) 由 一 正 实数 的 所 有 整数 们 组成， 作为 定义 , 这 一 
实数 记 作 27. 


证 明 引进 ev 的 实 部 与 虚 部 , 作为 定义 , S 
e’ = cos y + i sin y, 


这 样 定义 了 满足 
cos? y + sin? y = 1 

BJ SSE RRZ cos y 及 sin y. 这 两 个 函数 可 展 成 震级 数 , 其 收敛 半径 为 无 穷 大 : 
1 (—1)” 


1 lar... Ion， 
cos y= i= tt on + 

| D" (3.1) 
inu —u— up... = 2n+1 |... 
YY a TU TOD 1 


现 全 客 这 两 个 函数 变化 的 方式 . 我 们 注意 , 分 别 取 (1.4) 中 第 二 个 关系 式 的 实 部 及 虚 
部 , 就 得 到 

d . d. 

q Cos y) = — sin y, dy sin y) = cos y. 
在 y = 0 时 , cos y 等 于 1. 既然 cos y 是 连续 函数 , 那么 存在 一 个 数 y。> 0, 使 得 
XFT O <; < Yo, cos y > 0. 因此 以 cos y 为 导数 的 sin y 在 区 间 [0, yo] 内 严格 递 
增 . 令 sin yo = a > 0. 现 证 明 cos y 对 于 y 的 某 一 正 值 为 零 . 实际 上 , 假定 对 于 
yo S y S yı, cos y >0. 我 们 有 


yı 
COS y1 一 COS Yo = -J sin y dy. (3.2) 
yo 
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既然 在 区 间 [yo, y1] 内 , sin y 的 导数 > 0, 从 而 sin y 递增 , RITA sin y > a, 因而 


yı 
J sin y dy 2 a(yı — Yo). 
Uo 


1 
Yı — Yo < z CoS Yo. 


这 证 明了 cos y 在 区 间 É Yo + 1 cos wo 内 取 值 零 . 把 满足 cos y = 0 BJ y 的 最 


小 正 值 称 为 (这 是 数 的 一 个 定义 ). 在 区 间 |0, 了 | 内 , cosy 从 1 严格 递减 到 
0, sin y 从 0 严格 递增 到 1, 因此 映射 y 一 ea 把 紧 区 间 lo, 了 | 双方 单 值 映射 到 单位 
圆 上 点 (u v) 的 集 , 其 中 横 坐标 ， RIBER v 都 > 0. 根据 关于 紧 空 间 的 连续 双方 单 
值 映 射 的 一 个 拓扑 定理 , 我 们 得 到 : 


引 理 映射 eiy 是 从 Ë z| 到 单位 圆 u? +o 二 1 在 第 一 象限 以 > 0,vy>0 
中 那 一 部 分 上 的 一 个 同 胚 


对 于 5 <y < z, RIE e = ié). 由 此 容易 推出 : eiy 取 模 为 1, 横 坐 
标 < 0, 纵 坐 标 > 0 的 任何 复数 值 一 次 , 并 且 只 取 一 次 . 

对 于 区 间 k >| x k: 2 有 类 似 的 结论 . 因此 , 对 于 0 < y < 2r, ea 取 
模 为 1 的 任何 复数 值 一 次 , 并 且 只 取 一 次 , 而 ezir = 1. 这 样 , 函数 ev 有 周期 2r, 并 
HRI y> et 把 R 映射 到 U E. 定理 得 证 . 


4. 角 的 度量 . 复数 的 辐 角 


用 2rZ 表示 加 法 群 R. 中 由 数 2r 的 整数 倍 所 形成 的 子 群 . 映射 y 一 ei 导出 
从 商 群 R/2rZ 到 群 U 上 的 一 个 同 构 e. MA U 到 R /2zZ 上 的 逆 同 构 2 使 得 满 
E lu = 1 的 每 个 复数 u 与 一 实数 相对 应 , 但 后 者 可 能 相差 2r 的 整数 倍 ; 我 们 把 这 
类 实数 称 为 u 的 辐 角 , 记 作 argu. 为 了 简单 起 见 , 也 用 argu 表示 模 为 2r 的 同 余 类 ， 
即 u 的 辐 角 中 任 一 实数 . 函数 argu 是 “多 值 函数 ”的 一 例 , 亦 即 对 于 变数 u 的 已 给 
数值 有 许多 不 同 的 对 应 值 . 这 函数 解决 了 “ 角 的 度量 ”问题 ( 定 出 与 U 中 每 一 点 相 
对 应 的 角 ):“ 角 的 度量 ”是 一 实数 , 但 它 只 是 对 模 27 为 确定 的 . 

在 商 群 R/2rZ E, 赋 以 数 轴 及 上 通常 拓扑 的 商 拓扑 : 设 p 是 从 R 到 它 的 商 
群 R/2rZ 上 的 标准 映射 ; 设 4 是 及 /2r2Z 的 一 个 子 集 ; 如 果 它 的 道 像 pz-1(4), 即 
R 上 关于 平移 2r 不 变 的 一 个 点 集 是 R 中 的 一 个 开 集 , 那么 集 4 称 为 开 集 . 显然 ， 
拓扑 空间 及 /2rZ 是 分 离 的 ( 换 句 话说 , 其 中 任意 两 个 不 同 的 点 具有 两 个 不 相交 的 开 
邻 域 ). 而 且 它 是 紧 的 . 事实 上 , 设 了 是 闭 区 间 0,27], 自然 的 映射 7 一 R/2rZ 把 
紧 空 间 工 映射 到 分 离 空 间 及 /2rZ 上 , 由 一 个 经 典 的 拓扑 定理 , 后 者 也 是 紧 的 . 同 态 
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2 : R/27Z — U 是 连续 的 . 这 是 一 个 从 紧 空 间 R/2rZ 到 分 离 空间 U 上 的 一 个 双方 
单 值 映 射 , 因此 ç 是 从 R /2zZ 到 U ERR. 
辐 角 的 一 般 定义 : 对 于 任何 复数 t Z 0, 用 下 列 公式 定义 t 的 辐 角 : 


argt = arg (t/|t|). 


由 于 t/lt| e U, 上 式 右边 已 有 定义 . (注意 0 的 辐 角 没有 定义 .) 与 上 面 一 样 , argt 
的 各 值 相差 2z 的 整数 倍 . 于 是 我 们 有 


t = ltle'™set. (4.1) 
应 用 求解 方程 t = a (其 中 已 给 a Z 0). 这 方程 等 价 于 


1 
l| = a| argt 一 „arga. 


EH n 个 复 解 , 因为 求 得 argt 是 实数 , 其 相差 为 =: 的 整数 倍 
5. 复 对 数 


已 给 复数 t, 求 满足 ez = t 的 所 有 复数 z. 这 种 复数 z 只 有 在 t 关 0 时 才 存 在 . 
# t Z 0 时 , (4.1) 式 说 明 , 所 求 的 z 是 下 列 形状 的 复数 : 


log |t| + iargt. (5.1) 


作为 定义 , 令 
logt = log |t| + iargt. (5.2) 


这 是 相差 为 2r; 的 整数 倍 的 复数 . 根据 这 一 定义 , 我 们 有 elogt = ¿L ` + 是 实数 并 
H > 0 时 , 如 果 限 于 取 argt 的 值 为 0, 我 们 就 得 到 了 经 典 的 函数 logt. 

无 论 不 等 于 零 的 复数 t Kt 是 什么 , 并 且 无 论 logt, logt 及 log (tt) 被 选取 的 
值 是 什么 , 我 们 有 

log (万 ) = logt+logt’ (mod27i). (5.3) 

对 数 的 分 支 。 直 到 现在 为 止 , 还 没有 定义 logt 作为 一 个 真正 的 函数 ， 

定义 B D 是 平面 C 上 不 含 点 上 = 0 的 一 个 连通 开 集 , 设 f(t) 是 在 D 内 定义 
的 复 变 数 上 的 连续 函数 . 如 果 对 于 任何 te D, 我 们 有 ef( = ( 换 句 话说 , 如 果 f(t) 
是 logt 的 一 值 ), 那么 我 们 说 f(t) 是 logt 的 一 个 分 支 . 

我 们 将 要 看 到 (BE 81 第 7 Ez), FE D 应 满足 怎样 的 条 件 , 在 D 内 才 存 在 


看 logt 的 一 个 分 支 . 从 现在 起 , 我 们 就 要 看 : 如 果 存 在 着 logt 的 一 个 分 支 , 怎样 求 
得 所 有 分 支 . 
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命题 5.1 如 果 在 连通 开 集 D 内 存在 着 log t 的 一 个 分 支 f(D), 那么 任何 其 他 分 
支 有 这 样 的 形状 : f(t) + 2kzi (k 为 整数 ); 反之 , 对 任何 整数 k, f(t) +2kri Æ logt 的 
一 个 分 支 . 


实际 上 , 假定 f(t) 及 g(t) 是 logt 的 两 个 分 支 . 差 式 
h(t) = FE) — g(t) 


Æ D 内 的 连续 函数 , 并 且 只 取 整 数值 . 既然 已 设 D 是 连通 的 , h(t) 必然 是 常数 . X 
际 上 , 使 得 h(t) 等 于 一 已 给 整数 n 的 所 有 点 t 8 D 之 集 , 既是 一 开 集 又 是 一 闭 集 . 
因此 这 集 是 空 集 或 等 于 D. 上 述 常 数 必然 是 整数 . 显然 , 对 于 任何 整数 k, f(t) + 2kzi 
是 logt 的 一 个 分 支 . 

argt 在 不 含 原 点 的 连通 开 集 D 内 分 文 的 定义 ， 也 可 同样 确定 . 而 且 arg t 的 任 
何 分 支 确定 logt 的 一 个 分 支 , 反 过 来 也 是 一 样 .… 

例 取 开 半 平 面 Re(t) >0 作 为 D (我 们 记得 用 Re(t) 表示 t 的 实 部 ). 对 于 这 半 
平面 中 的 任何 t, argt 有 一 值 并 且 只 有 一 值 > —— > H < 二 >, 把 它 ZICE Argt. 现 证 明 
Argt 是 一 连续 函数 , 从 而 

log |t| + i Argt 
是 logt 在 半 平 面 Re(t) > 0 内 的 一 个 分 支 . 把 它 称 为 logt 的 主 支 . 

既然 Argt = Arg (t/|t|), WE. t 一 t/t| 是 从 半 平 面 Re(t) > 0 到 满足 lul = 1 及 
Re (u) > 0 的 的 集 上 的 连续 映射 ，! 只 需 证 明 上 映射 y = Argu 为 连续 的 . 然而 这 是 
u = e 的 逆 映 射 ,其 中 y 在 开 区 间 (二 ,+ 万) 内 取 值 ; 函数 u = ew 是 从 紧 区 间 


= 2， +> | 到 满足 ju] = 1 K Re (u) > 0 BJ u 的 集 上 的 双方 单 值 连 续 映 射 ; 它 是 一 个 
EE, 其 逆 映 射 当然 是 连续 的 . 


6. 复 对 数 的 级 数 展开 式 


命题 6.1 FAX 
T(u) = $ (0 一 


n21 
£ |u| < 1 时 收敛 , 它 的 和 等 于 log (1 十 wu) 的 主 支 


自 先 注意 , WR |u| < 1, t= 1 +u 在 半 平 面 Ret) > 0 中 的 一 个 开 圆 盘 内 . 再 采 
用 关系 式 (2.4) 中 的 记号 , 并 注意 S K T 互 为 反 级 数 ，382 中 的 命题 5.1 表明 : 对 于 
满足 |u| < 1 的 任何 复数 u, 我 们 有 S(T(w)) = u. 换 句 话说 , eT) = 1 + u; 因此 TT(w) 
征 log (1 + u) 的 一 个 分 支 . 为 了 证 明 这 是 主 支 , 只 需 证 明 : 对 于 u 的 一 个 特殊 值 , 它 
取 与 主 文 相同 的 值 , 例如 它 在 u = 0 时 为 零 . 而 从 Tu) 的 级 数 展开 式 , 这 是 显然 的 . 
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命题 6.2 如 果 f(t) È logt 在 连通 开 集 D 内 的 一 个 分 支 , MAAA f(t) 有 关 
于 复 变 量 t 的 导数 fO, 并 且 我 们 有 
/人 = 了 
事实 上 , 对 于 充分 小 的 复数 h Z 0, 我 们 有 
J +h)— f@ _ f +h) — f(t) 
h 


ef(t+h) — eft) ` 


当 z 趋 近 于 z = SO 时 , -二 < 有 极限 . Pp h 8 p o 时, TY C air 


于 上 列 极限 的 倒数 , 即 e 在 z = f(t) 时 的 导数 之 值 的 倒数 , 从 而 它 等 于 e 1) = 7 


1 
l+u 


注意 可 以 验证 , RRS TU) 的 导数 恰好 等 于 
定义 ”对 于 任 一 对 复数 t 关 0 及 a, 令 
ta = ex log t: 
对 于 国定 的 a, 这 是 上 的 一 个 多 值 图 数 . 与 上 面 一 样 , 我 们 定义 什么 是 t= 在 连通 开 
E D 内 的 一 个 分 文 . log t 在 D 内 的 任何 分 支 确定 如 在 万 内 的 一 个 分 文 . 


练习 ”请 读者 在 必要 时 再 看 一 下 常用 函数 arctgz, arc sin z 等 等 的 需 级 数 展开 
R. 男 一 方面 , 对 于 任何 复 指数 a 及 满足 jz| < 1 的 任何 复数 x 2 


(1 + z)° 一 ca log (1+2). 


其 中 log (1 + z) 表示 主 支 (函数 (1 + z)° Æ z = 0 时 取 值 1); WRAL pPR28 BU RRA 
EFA. 


84. 单 实 变 或 单 复 变 解析 函数 


1. 定义 


定义 1.1 已 给 在 zo 的 邻 域内 确定 的 函数 f(z). 如 果 存 在 着 一 个 形式 宕 级 数 
S(X) = E nX”, 其 收敛 半径 Z 0, 并 且 对 于 充分 小 的 |z — zol, 满足 


n20 


f(z) = >` an(Z — z0)”, 


n20 


那么 我 们 说 f(z) 在 点 zo TURFA RRK. 
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这 一 定义 适用 于 z 是 单 实 变量 以 及 单 复 变量 情形 . 由 82 中 第 8 Ez, 如 果 级 数 
S(X) FE, 它 就 是 唯一 的 . 


如 果 f(z) 在 点 zo 可 展开 成 寡 级 数 , 那么 函数 f 在 ro 的 一 个 邻 域内 无 穷 可 导 ， 
因为 医 级 数 的 和 无 限 可 导 . 设 两 函数 f 及 g 在 点 zo 可 展开 成 震级 数 , 如 果 它 们 的 
乘积 fg 在 ro 的 一 个 邻 域内 恒 等 于 零 , 那么 函数 f 及 g 中 至 少 有 一 个 在 zo 的 邻 域 
内 恒 等 于 零 . 事实 上 , 这 是 由 于 形式 级 数 环 是 一 整 环 (81 命题 3.1). 如 果 f 在 点 zo 
可 展开 成 峰 级 数 , 那么 存在 着 一 个 函数 g, 它 在 点 zo 也 可 展开 成 虞 级 数 , 并 且 在 zo 
的 一 个 邻 域内 , g' = f. 除了 可 能 相差 一 个 常数 外 , 这 种 函数 9 是 唯一 的 . 为 了 证 明 
这 一 点 , 只 需 考虑 函数 矿 的 过 级 数 展开 式 中 各 项 之 原 函 数 的 级 数 . 


以 下 我 们 考虑 实 直 线 R 或 复 平 面 C 上 的 开 集 D. 如 果 DD 是 R 上 的 开 集 ,DD 是 
开 区 间 的 并 集 ; 如 果 D 还 是 连通 的 , 它 就 是 一 个 开 区 间 . 用 z 表示 在 开 集 D 内 变化 
的 实 或 复 变 量 . 


定义 1.2 RK f(x) ERR D 内 有 和 定义, 并 取 实 数 或 复数 值 . 如 果 对 于 任何 

A zo € D, KX f(z) 在 点 zo 可 展开 成 震级 数 , 那么 这 函数 称 为 在 D 内 解析 . 换 句 话 

说 , 这 时 对 于 任何 点 zo € D, 存在 着 一 数 olro) > 0 及 形式 智 级 数 S(X) = 》 a, X", 
r 20 


其 收敛 半径 > p(zo), 使 得 对 于 |z — zo| < p(zo), 


f(z) = > an(Z — zo)”. 


n20 


下 列 各 性 质 是 明显 的 : 在 D 内 的 任何 解析 函数 在 D 内 无 限 可 微 , H R@HT Br 
数 在 D 内 解析 . D 内 两 解析 函数 的 和 及 乘积 都 在 D 内 解析 ; 换 句 话说 , D 内 的 解析 
函数 形成 一 环 , 并 且 甚 至 成 一 代数 . 由 82 中 命题 6.1 可 得 : 如 二 f(z) 在 D 内 解析 ， 


那么 在 开 集 D 除去 满足 f(zo) = 0 的 点 zo 而 得 的 集 内 ， RA ) 解析 


最 后 , 由 82 的 命题 5.1 可 得 : 如 果 f 在 D 内 解析 , 在 D' 内 取 值 , 并 且 如 果 g 
在 D' 内 解析 , RARA KS gof Æ D 内 解析 . 

设 f 是 DD WWWJAW rS ( 设 D 为 连通 的 ). 如 果 f ARRA g, 这 就 是 说 , 如 果 
在 D 内 有 一 函数 g, 其 导数 g' 等 于 f, 那么 这 原 函 数 除了 相差 一 常数 外 , 是 唯一 的 ， 
它 是 一 个 解析 函数 . 


解析 函数 的 例 < 的 多 项 式 吓 整个 实数 轴 上 (或 复 平面 上 ) 的 解析 函数 ; 有 理 函 


数 CC 在 满足 Q(zo) = 0 的 点 zo 之 集 的 余 集 内 解析 haa qk st 是 


解析 的 . PKZ arctgz 对 任何 实数 z 是 解析 的 , 这 是 因为 它 的 村 数 — 征 解 术 的 
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2. 解析 判别 准则 
命题 2.1 设 S(X)= Y anX" 是 震级 数 ,其 收 化 半径 o Z 0. 设 
n20 


S(x) = y Anr” 


n20 
是 级 数 在 |z| < p 时 的 和 . 那么 S(z) 是 在 圆 盘 |z| < p 内 解析 的 函数 . 
这 络 采 完全 不 是 明显 的 . 它 是 下 列 更 准确 的 命题 的 一 个 推论 : 
命题 2.2 在 命题 2.1 的 假设 下 , 设 zo 满足 |zo| < p. 3 Z 322 3 


l Tk n 
>` 5 ) (zo)X (2.1) 
n20 ` 
的 收敛 半径 > p — |zo|, 并 且 对 于 |z — zo| < p — |zo|, 我 们 有 
l 
S(z) = > ` — 8 (zo)(Z — zo)”. (2.2) 
n20 ` 


证 明 令 ro = |zol, an = lanl. 我 们 有 
SP (z0) = > £ noS 


q20 


ISP) (zo0)| < ye 


q 之 0 


l apaa (ro). 


对 于 ro < r < p, 我 们 有 
)3 518P (z0)|(r — ro)? 


p20 


(p+q)! 
<` igl Crtao) (r — ro)” 
pd 


n! n-p 
< 2 an | >. pimpi 70) (ro) | 


T> Ü 0<p<n 


< >` Qnr” < +oo. (2.3) 
r20 
因此 级 数 (2.1) 的 收敛 半径 > r - ro. 由 于 可 选取 r 与 p 任意 接近 , 这 一 收敛 半 
径 > p — ro. 
现 设 z 满足 |x — zo| < p — ro. H (2.3), 二 重 级 数 


D PED api (zo)t(z — zo) 


r 
p,q pq! 
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绝对 收敛 . 因此 , 为 了 计算 它 的 和 , 可 以 任意 方式 合并 各 项 . 我 们 用 两 种 不 同 的 方式 
计算 这 个 和 , 首先 合并 各 项 如 下 : 


n! p 
> [ > PR )- 2 a z" = 


n20 0<p<n" n>0 


其 次 , 合并 各 项 如 下 : 
y PZ2 Pr) +a (20) r) - y— 三 So)rz 0). 


p20 gq 之 0 p20 
比较 以 上 两 式 , 就 得 到 (2.2), 证 完 . 
注意 1 级 数 (2.1) 的 收敛 半径 可 能 严格 大 于 p 一 |zol. 例如 取 级 数 
S(X)= Y (¿X)". 


r20 


对 于 |x| < 1, 我 们 有 S(x) =—— - W ro 为 一 实数 . 于 是 有 


—1 . 
l l T 一 To ° 
= 1 一 ? = —— (T — T n 
1 一 2 1—ito kas > G inr. 0) 


这 级 数 在 |z — zol < V1 + (zo)2 A, 而 1+ (x0)? 严格 大 于 1 一 |zol. 
注意 2 XPT r< p, $ 


M(r) = >` lan|r”. 


n20 
由 不 等 式 (2.3), 我 们 有 : 对 于 |z| < ro < r < p, 
1 M (T 
FE oa << A 

注意 3 WR x 是 一 复 变 量 , 在 第 二 章 中 我 们 将 要 看 到 , EWA FAH RSE 
解析 的 , 因而 是 无 限 可 导 的 . 在 单 实 变量 情形 下 , 情况 完全 不 同 : 存在 着 有 一 阶 导数 ， 
但 无 二 阶 导 数 的 卫 数 (只 需 取 无 导数 的 连续 因数 之 原 函 数 为 例 ). 而 且 还 存在 着 无 限 
可 导 、 但 不 解析 的 函数 , 这 里 有 一 个 简单 的 例子 : 函数 f(x) 在 z = 0 时 为 零 , 而 在 
z 尖 0 时 为 e-Llz .这 函数 对 任何 x 无 限 可 导 , 而 且 它 连同 它 的 所 有 导数 在 z = 0 时 
为 零 ; 假定 它 是 解析 的 , 它 在 z = 0 的 邻 域 内 应 恒 等 于 零 , 然而 情况 却 不 是 这 样 . 

定理 为 了 使 得 在 开 区 间 D 内 无 限 可 时 的 单 实 变量 z 的 函数 f(x) 在 D 内 解 
析 , 必须 而 且 只 需 对 任何 点 zo € D 有 一 邻 域 V 具有 下 列 性 质 : 存在 着 两 个 有 限 正 
数 M 及 +, 使 得 对 于 任何 x EV 及 任何 整数 p > 0, 


(2.4) 


Fu <M- t. (2.5) 
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证 明 提要 证 明 条 件 的 必要 性 时 要 应 用 不 等 式 (2.4). 证 明 条 件 的 充分 性 时 要 写 
出 函数 f(x) 的 有 限 项 泰勒 展开 式 , 然后 应 用 (2.5) 估计 拉 格 朗 日 余 项 . 


3. 解析 开拓 原理 


定理 设 f RETE D 内 的 解析 函数 . 设 zo 8 D. 下 列 各 条 件 等 价 : 
a) 对 于 任何 整数 n > 0, f™ (z0) = 0; 

b) f £ zo 的 一 个 邻 域 内 恒 等 于 零 ; 

c) 在 万 内 恒 等 于 零 . 


证 明 显然 , 由 c) 可 推出 a). 现 证 明 由 a) 可 推出 b), 由 b) 可 推出 c). 假定 条 
件 a) R. 于 是 对 于 任何 n > 0, 我 们 有 f™ (zo) = 0; 这 里 约定 fO) = f. E zo 的 
邻 域内 , f(x) 可 按 x — zo 的 乘 罕 展 开 成 罕 级 数 , 其 系数 ~ f(r0) 为 零 . 因此 f(x) 
在 zo 的 一 个 邻 域内 恒 等 于 零 . b) 得 证 . | 

假定 条 件 b) 成 立 . 有 某 些 点 ze D, 在 其 邻 域 内 , f EFTE. 设 这 些 点 所 成 的 
集 为 D'. 要 证 明 f 在 D 内 所 有 点 为 零 , 只 需 证 明 集 D' 既是 开 集 , 又 是 闭 集 (由 b), 
D' 不 是 空 集 , 于 是 由 于 D 是 连通 集 , D' 等 于 D). 由 D 的 定义 可 推出 它 是 开 集 . 还 
只 需 证 明 : 如 果 zo € D 是 D ØRA, 那么 zo e D. 可 是 对 于 每 个 n > 0, 在 任意 接 
近 zo 的 点 (E| D' 的 点 ), fe) (z) = 0. 于 是 由 fo) 的 连续 性 , 我 们 有 fO) (zo) = 0, 这 
对 任何 n > 0 成 立 . 于 是 可 看 出 f(z) 在 zo 的 邻 域内 恒 等 于 零 . 因此 zo e D, 证 完 . 


系 1 在 连通 开 集 D 内 解析 函数 的 环 是 整 环 . 


事实 上 , 如 果 两 个 在 D 内 的 解析 函数 的 乘积 fg 恒 等 于 零 , 并 且 如 果 zo e D, JÉ 
么 因为 形式 震级 数 环 是 整 环 , 函数 f K 9 中 的 一 个 在 xo 的 邻 域内 恒 等 于 零 . 但 是 
如 果 f 在 zo 的 邻 域内 恒 等 于 零 , 由 上 定理 , f 在 整个 D 内 为 零 . 

系 2 (解析 开拓 原理 ) 如果 在 连通 开 集 D 内 解析 的 两 函数 上 及 99 在 万 内 一 
点 的 邻 域 中 相等 , 那么 这 两 函数 在 D 内 恒 等 . 

解析 开拓 问题 是 这 样 的 : 已 给 连通 开 集 D' 内 一 个 解析 函数 h, 以 及 包含 D 的 
一 个 连通 开 集 D, 试问 是 否 存在 着 一 个 在 D 内 解析 , 在 D 内 与 h 恒 等 的 函数 f? 由 
系 2, 如 有 果 这 样 的 函数 f 存在 , 它 是 唯一 的 . 

4. 解析 函数 的 零点 

设 f(z) 是 在 zo 的 邻 域内 解析 的 函数 , 设 


f(z) = > an(Z — zo)” 
n20 
EER FRIN |z — zo| HRR. 设 f(zo) = 0, 还 设 f(x) 在 zo 的 邻 域 
W 1 $£ + £. 
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É] k 是 使 ap Z 0 的 最 小 整数 . 级 数 
> an(Z 一 To)” 


r> k 


在 |z 一 zo| 充分 小 时 收敛 , 其 和 g(x) 是 在 zo 的 邻 域 内 的 解析 因数 , 并 日 g(zo) Z 0. 
于 是 对 于 与 zo 邻近 的 z, 我 们 有 


f(z) =(z 一 zZo) g(z), 9g(zo) #0. (4.1) 


这 样 确定 的 整数 k > 0 称 为 函数 太 的 零点 zo 的 阶 . 它 的 特性 是 由 关系 式 (4.1) 说 明 
的 , 其 中 g(x) 在 zo 的 邻 域内 解析 . 阶 k 的 特性 也 可 由 下 列 条 件 说 明 : 


f(zo0)=0， 对 于 Og<n<k — f%)(zo) Z O. 


如 果 k= 1, zo 称 为 单 零点 . 如 果 k2, ro 称 为 多 重 零点 . 
从 关系 式 (4.1) 及 g(x) 的 连续 性 可 推出 : 


f(z) 关 0， XIF 0< |z- zo <e(e>0 殉 分 小 ). 


换 句 话说 , 点 ro 有 一 邻 域 , 在 其 中 它 是 函数 f(z) 的 唯一 零点. 

命题 4.1 如 果 f 是 在 连通 开 集 D 内 的 解析 函数 , 并 且 如 果 f REFTER, A 
Z 的 零点 的 集 是 一 离散 集 ( 换 句 话说 , 这 集中 的 所 有 扣 十 扳 立 的 ). 

事实 上 , 由 第 3 段 中 系 2, 在 D 内 任何 点 的 邻 域内 , f PESTE. 于 是 可 对 f 
的 每 个 和 零点 应 用 上 面 讲 到 的 结果 . 

特别 , D 的 任何 紧 子 集 只 含 函 数 f 的 有 限 个 零点 . 


5. TAA% 


设 f 及 g 是 连通 开 集 D 上 的 解析 函数 , 并 设 g 不 恒 等 于 零 . 在 D 内 任何 点 zo, 
只 要 g(zo) Z 0, 那么 在 zo 的 一 个 邻 域内 , 函数 a. 有 定义 并 且 解 析 . 这 就 是 说 可 
能 除去 若干 孤立 点 外 , 这 函数 在 D 内 其 它 任何 点 有 定义 并 且 解 析 . 

现 考察 Dn 在 g(z) 的 一 个 零点 zo 的 邻 域内 之 性 质 . 如果 f(z) 不 恒 等 于 零 
我 们 有 

f(z) = (z — zo) f,(z), g(a) = (z — zo) 2 (z), 
其 中 & 及 k 是 整数 ,大 > 0, k > 0, fi Xg 是 在 zo 的 邻 域内 的 解析 图 数 , fi(zo) Z 
0, gi (zo) Z 0, 因此 对 于 邻近 zo BJ z Z zo, 
f(z) 


ga) T ET 


k-k J (z) 
91(Z) 
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函数 hi (z) = n 在 zo 的 邻 域内 解析 , 并 且 ha (zo) Z 0. 这 时 有 两 种 可 能 情况 ， 
1° 我 们 有 > k', 于 是 函数 
(z — z0) ha (z) 
在 zo 的 邻 域内 解析 , 并 且 在 x Z zo 时 与 Z 2) 相等 . 这 样 开拓 到 点 x 的 函数 L 在 


g(z) 
zo 的 邻 域内 解析 . 如 果 k >k, 它 以 zo 为 零点 . 


2° 我们 有 大 <k. 于 是 
fiz) l 


g(z) ü G m E), hı (zo) = () 


这 时 我 们 说 zo 是 函数 Z 的 极点 ; 整数 K — k 称 为 这 极点 的 阶 . 当 z 趋 近 于 zo 时 
LE) BR +o. TASIRI Í L, 令 它 在 点 zo 的 值 为 “无 穷 大 ". 以 后 还 
要 讲 到 引进 这 个 唯一 的 无 穷 大 的 数 , 记 作 >o, 


如 果 f(z) 在 点 zo 解析 , 并 且 以 zo 为 (> 0) 阶 零点 , 显然 r: 以 zo X k Ë+ 
极点 . 


定义 Kas f(z) 在 ea p' Tia 而 . 万 / RENA D PR 


DAEB 
因此 在 D 内 每 一 点 (无 例外 ) 的 邻 域 , y TE RPTE: EO, 
其 中 分 母 不 恒 等 于 零 ， 我 们 用 明显 的 方式 定义 两 亚 纯 函数 的 和 与 积 : 在 D 内 亚 纯 
的 函数 形成 一 个 环 , 甚至 还 形成 一 个 代数 .事实 上 它们 形成 一 个 域 , 这 是 因为 : 如 果 
JE) 在 D ARRETE, WAINI 3 段 中 的 定理 , 它 在 D 内 任何 点 的 邻 城内 不 全 


等 于 零 . 因此 x ;在 D 内 每 一 点 或 者 解析 , 或 者 有 极点 , 从 而 Z 在 D 内 亚 纯 


命题 5.1 DD 内 亚 纯 函数 的 导数 户 是 在 刀 内 亚 纯 的 函数 , 函数 f 及 f 有 相 
同 的 极点 . 如 果 zo 是 fH k ARE, 它 就 是 f 的 上 十 1 阶 极点 . 


FKE, 在 D 内 不 是 f 的 极点 的 任何 点 , f 有 定义 并 且 解 析 . 只 需 证 明 : 如 果 
To 是 f 的 极点 , zo 也 是 fr 的 极点 . 可 是 我 们 有 : 对 于 与 ro 邻近 的 z, 
1 
f(z) = (Tz?) 


其 中 g(x) 解析 , g(zo) Z 0, k > 0. 因此 对 于 z Z zo, 
f (£) = 


= ==l(z — zo)g'(z) ~ kol) 


(e= ayy O) 


习 题 . 31 ` 


义 因 gi (zo) Z 0, zo 恰好 是 f' BJ k + 1 阶 极点 . 


> # 


1. 设 K 是 交换 域 , X 是 未 知 量 , E = K[[X]] 是 系数 在 K 内 的 形式 寄 级 数 代数 . 对 于 E 内 的 
S T, 令 
| 如 果 S= T 
d(S,T) = 
e“ WR SZT, EH 2(S -— T) = k. 
a) 证 明 d 确定 集 E 内 的 一 个 距离 . 
b) WHE E x E WHE, 在 E 内 取 值 的 两 映射 : (S, T) -5 十 T, (5,T) 一 ST 对 于 度量 
d 所 确定 的 拓扑 是 连续 的 . 
c) 证 明 多 项 式 代数 KIX] 作为 E KTE, 在 E 内 处 处 稠密 . 
d) 证 明度 量 空间 E 是 完备 的 . (如 果 (Sa) 是 E 内 的 柯 西 序列 , 那么 注意 , 对 于 任何 整数 
m > 0, 当 n 充分 大 时 , Sn 的 前 m 项 与 n 无 关 .) 
e) 映射 S 一 S' (S 的 导数 ) 是 否 连 续 ? 


2. 2 p K q 是 整数 > 1. 设 有 形式 寡 级 数 
S(X)=1+X+X? +... +X" 十， 


并 且 令 
Sp(X) = (S. (X))”. 
a) 对 n 递 推 证 明 下 列 关 系 式 : 


I PTP... PPT tn D pt) pt (1) 
并 由 此 (对 p 递 推 ) 导出 展开 式 
_ p+n-— i1 n 
so) = > [ a ) x. (2) 


k — _ k! 
其 中 (£) 表示 二 项 式 系数 C 


b) 应 用 Sy (X): S¿(X) = S;+|a(X), 证 明 下 列 关系 式 : 


D (P+) (e ete) (3) 
OgI<n i nl n 


[ 它 推广 了 (1), BI q = 1 情形 .] 
3. 对 于 n < 5, 作出 81 命题 7.1 的 证 明 中 的 多 项 式 已 , 并且 计算 


S(X) =X- EX? HEX tt 


2p + 
的 反 形 式 级 数 中 次 数 < 5 的 各 项 . 
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4. 求 下 列 级 数 的 收敛 半径 : 
a) D q" z" (l| < 1), 
b) 》 7pznm(pD 为 整数 > 0), 
c) S anz”, 其 中 对 于 n > 0, aol = at! azn = b”; a 及 1 是 实数 , 并 且 0 < a, 
b < 1. 
5. 设 有 两 形式 医 级 数 : 


S(X) =Y nX” K T(X)= Y nX” (b, Z 0), 


?之 0 n20 
并 且 令 


U(X)= Y (an) X”, V(X)= Y anbnX"”, W(X) = > (an/bn)X" 


n20 n20 n20 


(p 为 整数 ). 证 明 下 列 关 系 式 : 
p(U) = (0(S))”, p(V) 2 p(S):p(T), 


并 且 如 果 p(T) Z 0, 
p(S) 
PAW) < p(T) 
6. iZ a,b K c # C 内 , 而 cc 不 是 小 于 或 等 于 0 的 整数 . 下 列 级 数 


a(a + 1) : b(b + 1) 
2'e(c + 1) 
(十 下 (otn 1. bb+1) (b+ n-1) 

n'e(e + 1): (c + m — 1) 


S(X) =1+ X + 2 

X" +... 

的 收敛 半径 是 什么 ? 证 明 对 于 |z| < p(5), 这 级 数 的 和 S(z) 满足 下 列 微分 方程 : 
z(1 一 2z)9" + (c — (a + b+ 1)z)S' — abS = 0. 


7. 设 S(X) = XÜ anX" 是 一 形式 寡 级 数 , 而 且 p(S) = 1. XF n > 0, $ 
7 之 0 


1 
T + 1 


Sn = Q0 +: +a, tn = (so + s1 ++ Sn), 


并 且 
U(X)= X snX", V(X)= > nX". . 


. 2 0 n 之 0 


证 明 : (i) p(U) = p(V) = 1; (ii) XF |z| < 1, 


T I - P = = Y snz”. 


n20 n20 
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8. 设 S(X) = > anX ”为 形式 医 级 数 , 其 系数 由 下 列 递 推 关 系 式 确定 : 


ao 一 0， al 三 1; 对 于 n> 2, an 一 Gan_ 1 十 Da 2， 


这 里 a, 6 是 两 个 已 给 实数 . 
a) 证 明 : 对 于 > 1, Jan] < (2c)"” 1, 其 中 cmax (ia, ol z) , 并 且 由 此 导出 : 收敛 半 
径 p(S) Z 0. 
b) 证 明 : 对 于 |z| < p(s)， 
(1 — az — Bz2)S(z) = z, 
并 由 此 推出 : 对 于 |z| < pS), 我 们 有 
z 


1 一 az 一 Bz2 ` 


c) 设 z1, z2 Æ 8X2 +X — 1 = 0 的 两 根 . 把 (1) 式 右边 分 成 部 分 分 式 , 借助 z1 及 zz 求 
出 an 的 表示 式 , 并 且 由 此 导出 


S(z) = (1) 


p(S) = Min (|z |, |z21). 


(注意 : 如 果 S(X) = S. (X) + S;(X), RITE o(S) > Min (p(51), p(52)).) 
9. 如 果 z,y 是 实数 , n 是 整数 > 0, z Z 2k= (k 为 整数 ), 证 明 


n . n+l . T 
> ` cos(pz + y) = cos (52+) sin — z sin z’ 
0<>p<m" 


>` sin(pz + y) = sin (Sz+y) sin /sing 
Osp<&n 


(应 用 cos (pz + y) + i sin (pz + y) = et @z+u) — ett (et2)P.) 
10. 证 明 : 对 于 任何 z € C, 下 列 不 等 式 成 立 : 


le — 1| < e!”! — 1 < |zlel. 
11. 证 明 : 对 于 任何 整数 n > 1 及 任何 复数 z, 


AWSE 1 p—1yN z2 
en y (i) (0-2) 


2<p<n 


并 且 由 此 推出 , 对 于 任何 复数 z, 我 们 有 


12. 证 明 下 式 确定 的 复 变 数 z 的 函数 


et + e 7 , e7 — e 7 
cos z = 或 sin z = - 
2 2i 
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是 83 第 3 段 所 确定 的 函数 cos z (或 sin r) 到 整个 平面 C 的 解析 开拓 . 证 明 : 对 于 任何 
zz € C, 有 


, 7 . . 7 
cos (z + z ) = cos zcos z 一 Sin z sin z, 
. / " / ° 7 
sin (z + z ) = sin z cos z + cos z sin z ; 


cos2 z + sin? z = 1. 
13. 证 明 : 对 于 实数 z, 0 < + < r/2 时 , 我 们 有 
2; < sin z < T. 
T 


14. IZ z = = + i, z A y 是 实数 . 
(i) 证 明 


sin (z + iy)|? = sin? z + sh2y, 
| sin ( )| 
| cos (z + iy) |? = cos? r + sh2y; 


(ii) 年 出 函数 sin az, cos az 的 零点 (H a 关 0 是 实数 ); 
(ui) 证 明 : WR - <a < r, 并 且 如 果 n 是 正 整数 , 那么 对 于 z =n +4 > 十 iy, 有 


sin az 


< chay 
chry 


sin nZ 


MHF z=2+i(nt) ,有 


sin az| _ cha (n + 2) 

< —. 
shr (n+ 2) 

(请 注意 : 由 定义 , ch z = cos (iz), sh z = —i sin (iz).) 


15. 设 I 是 实 直 线 R 上 的 一 个 区 间 . 证 明 : 如 果 f(x) 是 了 内 的 ( 单 实 变 、 复 值 ) 解析 函数 , TE 
么 我 们 可 以 把 它 开拓 成 为 复 乎 面 上 包含 了 的 一 个 连通 开 集 D 内 的 解析 函数 . 
16. (i) Z (an), (Bn) 是 具有 下 列 性 质 的 两 数列 : 
a) 存在 着 一 常数 M > 0, 使 得 对 于 任何 n> 1, 


sin TZ 


[ai 十 aa +: + an| < M; 
b) Bn 是 实数 > 0, 并 且 Bi > Bx > … > Bn > … .证 明 : 对 于 任何 n> 1, 有 
[QiBi + a282 + --- + aonbn| < MG 
(引进 sn = ai + + an, 并 且 写 出 


Ql01 十 … + Qn B. = (Bı 一 ßB2)sı 十 ，… 十 (Bn_1 一 Bn)Sn-1 + Bnsn.) 
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(ii) 设 S(X) = > nX” 是 复 系数 形式 医 级 数 , 并 设 p(S) = 1, an WW. 应 用 (i) 证 明 级 


r> 0 


数 5 anr” 在 R 的 闭 区 间 [0, 1] 上 一 致 收敛 ， 并 且 由 此 推出 
7 之 0 
lim Y ans” = >》 an. 
0<z<l n20 7 之 0 
(iii) Wit S(X) = x= X" /n2, Lik D 是 开 圆 盘 |z| < 1 及 开 圆 盘 |z 一 1| < 1 的 交集 . 证 明 存 
在 着 一 个 常数 a, “使 得 对 于 z € D, 我 们 有 
S(z) + S(1 — z) = a — log z log (1 — z), 
其 中 log 表示 复 对 数 在 ( 含 D 的 ) 半 平 面 Re (z) > 0 内 的 主 支 . 
(注意 : 如 果 z e D, RAVE log (1 — z) = -7(z), 其 中 
T(X) =X- S' (X); 
这 是 由 83 中 命题 6.1 推出 的 . 又 由 83 中 命题 6.2, 对 于 z e D, 我 们 有 : 
log(1—z) ` log z J 


d 
z, (dog z log (1 — z)) = - T 


然后 应 用 (ii) 证 明 


a = Y lr, 
n21 
a — (log 2)? = >` 1/n? 20t, 


n 之 1 


(比较 第 五 章 82 的 2 段 命题 2.1 的 应 用 .) 
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81. 曲线 积分 


1. 概论 


我 们 回顾 一 下 关于 平面 R? 中 曲线 积分 的 若干 初等 概念 . 
H z K y 表示 R? 中 的 坐标 函数 . 
设 有 线段 [a,b] 到 平面 R? 的 映射 


t 一 y(t), (1.1) 


当 点 y(t) 的 坐标 z(t) 及 y(t) 是 连续 可 微 函 数 时 , 这 一 映射 称 为 一 条 可 微 道路 . 我 们 
总 假定 a < b. y 的 起 点 是 点 yla), y 的 终点 是 点 y6). WR D 是 平面 上 的 开 集 , 那 
么 当 函 数 y 在 D 内 取 值 时 , 我 们 说 7 是 开 集 D 内 的 可 微 道路 . 

FR D 内 的 微分 形式 是 表示 式 


w = P dz + Q dy, 


其 中 系数 P 及 Q 是 在 D 内 连续 的 ( 实 值 或 复 值 ) 函数 . 
如 果 y 是 D 内 的 可 微 道 路 , HEA w 是 D 内 的 微分 形式 , 我 们 用 下 列 公 式 定义 


积分 fo: 
J w= J (0), 
其 中 yw) 表示 由 下 式 确 定 的 微分 形式 f(t)dt : 
F(t) = P(e(t),u(t))z (t) + Q(z(t),u(t))y (t); 


81， 曲 线 积分 7 


换 句 话说 , y" (w) 是 从 w 中 作 变 量 代 换 r= r(t), y = y(t) 而 得 的 微分 形式 . 这 样 ， 


J: = f oa, 


现 考 虑 对 于 ar < u < bi (a1 < b1) 连续 可 导 的 函数 t = t(w), 其 导数 t (u) 处 处 
> 0, 并 且 tai) = a, t(b1) = b. 映射 u — t(u) 及 映射 (1.1) 的 复合 映射 是 
u — y(t(u)). (1.2) 
它 确定 一 条 可 微 道路 7 . 我 们 说 y, 是 由 y, 改换 参数 而 得 . 根据 求 复 合 函 数 的 导数 
的 公式 , 由 w 通过 映射 (1.2) 的 变换 而 得 的 微分 形式 f. (u)du 等 于 
f(t(u))t'(u)du. 
由 单 变 量 积分 中 改换 变量 的 公式 , 可 得 关系 式 


hh 


换 句 话说 , 如 果 把 可 微 道路 y 换 成 从 y 通过 改变 参数 而 得 的 男 一 可 微 道路 ， 曲线 积 
分 Ia 的 值 不 改变 . 因此 由 改变 参数 相互 推导 出 的 道路 , 可 用 同一 字母 表示 . 
现 取 对 于 a, < u < bí 是 连续 可 导 的 函数 二 = t(u), MH to) < 0, tla) = 
b, t(bi) = a (线段 的 “通过 方向 ” 反 过 来 了 ). 这 时 我 们 看 到 J, w = — fyo. 于 是 说 ， 
对 7 作 了 使 7 变 向 的 参数 变换 , 其 结果 就 是 用 —1 R P w. 
把 参数 + 所 描 成 的 区 间 [a, b| 细 分 为 有 限 个 子 区 间 : 


la, tı], Iti, təl, ..., (tn—1, tnl, ltn, bl, 
BRE a< ti <t; <- <tn-1 <tn < b. 8 qi ERI y 在 上 列 第 i 个 区 间 上 的 限制 ， 


J - > | J w). 
这 一 性 质 可 导致 推广 可 微 道路 的 概念 . 连续 映射 
y : [a,b] — R? 
称 为 分 段 可 微 道路 ， 只 要 存在 着 和 上 面 一 样 把 [a,b] 分 成 有 限 个 子 区 间 的 一 种 细 分 
法 , 使 得 7 在 这 些 子 区 间 上 的 限制 连续 可 导 . 作为 定义 , < 


n+l 


JU.) 


上 式 右 边 的 值 与 7 的 分 法 无 关 . y, 的 起 点 称 为 y 的 起 点 , ei 的 终点 称 为 7 的 终 
点 . 如 果 7 的 起 点 与 终点 重合 , 我 们 说 这 条 道路 是 封闭 的 . 

封闭 道路 y 也 可 不 取 从 a 到 变化 的 实 参 数 t 来 确定 , 而 取 描 出 单位 圆周 的 参 
数 9 来 确定 . 
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例 考虑 R? 平面 上 边 与 坐标 轴 平 行 的 矩形 A 的 周 界 (或 “边界”), 这 矩形 是 满 
足下 列 条 件 的 点 (x,y) 的 集 : 


01 ST Iaz, bı Sy (< b. 
它 的 边界 由 四 条 直线 段 组 成 : 


T=Q2, bı Sy (< b, 
y = bz, a, < T < Q9, 
T 一 G1, bı Sy < bo, 


y = bi, qap < z< abs. 


为 了 使 得 这 边界 确定 一 条 分 段 可 微 封闭 道路 y, 必须 确定 所 选择 的 “通过 方向 ” 我 
们 总 是 约定 通过 方向 如 下 : 

在 边 z = a E, y 从 bi 增 大 到 bz; 在 边 y = b。 上 , z 从 az 减 小 到 ar; 在 边 
z =a E, y 从 bz INNE] bi; 在 边 y= br E, z 从 ai 增 大 到 az. 

这 时 积分 f o 就 已 确定 , 它 与 + 的 起 点 的 选取 无 关 , 这 是 由 于 无 论 怎样 , 它 总 
是 等 于 沿 四 条 边 , 按 上 述 通 过 方向 所 取 积 分 的 和 . 


2. 微分 形式 的 原 函 数 


引 理 设 DD 是 平面 上 的 连通 开 集 . 无 论点 a ED 及 beD 为 何 , 存在 着 包含 在 
D 内 的 一 条 分 段 可 微 道路 , 以 a 为 起 点 , 以 5 为 终点 . (简单 地 说 就 是 : a 及 。b 可 用 分 
段 可 微 道路 连接 起 来 .) 


证 明 任何 点 ce DERE D 内 一 个 圆 盘 的 心 , c 与 这 圆 盘 内 任何 点 能 用 含 在 
D 内 的 分 段 可 微 道路 , 壁 如 说 半径 连接 起 来 . 设 已 给 一 点 ac D, WE c 能 与 a 连接 
起 来 , HER, 与 c 充分 接近 的 任何 点 也 能 与 a 连接 起 来 , 因此 D 中 能 与 a 连接 起 
来 的 点 所 成 的 集 E 是 开 集 . 另 一 方面 , E £: D 内 是 闭 的 . 因为 如 果 ceD E. E JBE 
A, 那么 由 上 述 方法 , c 能 与 E 内 一 点 连接 起 来 , 因而 能 与 a 连接 起 来 . 由 假设 ，D 
征 连 通 的 , 而 D WTR E # D 内 既是 开 的 , 又 是 闭 的 , HEREZH (由 于 ac B), 
因此 E 就 是 整个 D. 证 完 . 


设 D 是 平面 上 的 连通 开 集 , 设 y 是 D 内 的 一 条 分 段 可 微 道路 , 其 起 点 为 a, 终 
AN b. 设 F EE D 内 连续 可 微 的 函数 , 考虑 微分 形式 w = dF. 于 是 有 明显 的 关系 
式 . 


J dF = F(b) — F(a). (2.1) 
y 
据 此 并 由 引 理 可 推出 : 如 果 微 分 dF 在 万 内 恒 等 于 零 , 则 函数 已 在 万 内 为 常数 . 
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设 已 给 在 连通 开 集 D 内 的 一 个 微分 形式 o, 现 研究 是 否 有 在 D 内 连续 可 微 的 
函数 F(x,y), 使 得 dF = o. 如 果 w = P dz + Q dy, 关系 式 dF = w 等 价 于 
OF OF 
a P 2 Q. (2.2) 
这 样 的 函数 F 如果 存 在 , 就 称 它 为 微分 形式 w 的 一 个 原 函 数 . 这 时 任何 其 他 原 函 数 
G 可 由 F 加 一 常数 而 得 , 这 是 由 于 d(F — G) = 0. 


命题 2.1 要 使 得 微分 形式 w 在 DD AARAA, 必须 而 且 只 需 对 于 D 内 任何 
分 段 可 微 闭 道路 y, 我 们 有 f o = 0. 

证 明 1° 条 件 是 必要 的 . 因为 如 果 w = dF, 关系 式 (2.1) 表明 : 只 要 y 的 起 点 a 
与 终点 b 重合 , f o = 0. 

2° 条 件 是 充分 的 . 事实 上 , 选取 一 点 (zo,yo) € D, (由 引 理 ) 任何 点 (zx,y) € D 
与 (x0,o) 可 以 用 在 D 内 的 一 条 分 段 连续 可 微 道 路 7 连续 起 来 . 因为 由 假设 , 对 于 
任何 封闭 道路 , 积分 J o IE, 所 以 积分 Je £ y 的 选取 无 关 . 设 F(x,y) 是 关于 
D 内 起 点 为 (zo,yo), 终点 为 (z,y) 的 道路 y 的 积分 fjw 的 公有 值 . 我 们 要 证 明 在 D 
内 这 样 确定 的 函数 F 满足 关系 式 (2.2). 

给 予 z 一 个 小 的 增 量 h, 差 式 


F(x+h,y)— F(x,y) 


FTAA D 内 起 点 为 (x,y), 终点 为 (x+h, y) 的 任 一 条 道路 的 积分 Sw. 特别 , 让 我 
们 油 春 平行 于 z 轴 的 一 条 直线 段 积分 (如 果 |h| 足够 小 , 这 是 可 能 的 ): 


x+h 
Ple +hy)- Fay) = | PE yd 


从 而 , HHE h Z 0, 
T — F(x ?+h 
F( thw) F(x,y) _ i/ P(E, y)dé. 
当 h 趋 近 于 0 时 , 由 于 函数 P 连续 , 上 式 右 边 趋 近 于 P(x,y). 因此 我 们 确实 有 
元 = Po 


同样 可 证 明 元 = Q(x, y). 命题 2.1 得 证 . 


特别 考虑 D 内 边 与 坐标 轴 平 行 的 矩形 ( 设 整个 矩形 , 即 其 内 部 与 边界 都 含 在 D 
内 ). 如 果 + 是 这 样 一 个 矩形 的 边界 , 要 使 得 微分 形式 w 在 D 内 有 原 函 数 , 必须 有 
fo = 0. 以 后 将 要 看 到 , 这 一 必要 条 件 并 不 总 是 充分 的 . 然而 当 D 是 “ 单 连通 的 ， 
时 (参看 第 7 段 ), 这 条 件 是 充分 的 . 暂时 我 们 只 证 明 : 


命题 2.2 j D 2—JFB] #. RARE y 是 万 内 边 与 坐标 轴 平 行 的 矩形 的 边 
R, 我 位 有 f o = 0, 那么 w DKKR AX. 

证 明 设 (zo,yo) 是 圆 盘 D 的 心 , (x,y) 是 D 内 任 一 点 . 以 (zo, yo) 为 起 点 , 以 
(1y) HZA, 有 两 条 道路 7 及 y, 其 中 每 一 条 由 以 (zo0;yo) K (x,y) 为 相对 顶点 
( 边 与 坐标 轴 平 行 ) 的 矩形 的 两 边 组 成 ( 见 图 1). 因为 这 年 形 包 合 在 D A, 我 们 有 
e= [p 0 Ë F(z,y) 是 这 两 积分 的 公有 值 ,与 上 而 一样, 可 证 明 = p, S = 
Q.f 命题 证 完 


(Xo, 3) (x,y) 


(x0,y0) (x,y0) 


3. 格林 一 REBAR 


在 一 定 意 义 下 , 这 公式 推广 了 关系 式 (2.1): 它 把 重 积分 与 曲线 积分 的 值 联系 起 
K, 而 不 是 把 单 积 分 与 函数 的 值 联系 起 来 . 设 4 是 边 与 坐标 轴 平 行 的 矩形 y 为 其 边 
界 , Ë P(z,y) 及 Q(z,y) 是 在 4 的 邻 域 D 内 确定 的 函数 , 它们 在 D 内 连续 , 并 且 
有 连续 的 偏 导数 一 了 及 了. 格林 - 黎 曼 公式 可 写成 


J p+ Qay = JJ (= - S) dz dy. (3.1) 


证 明 例如 要 证 明 
J 9 = JJ dr dy. 


我 们 知道 连续 函数 29 的 二 重 积分 可 计算 如 下 : 


bo ap 
JJ 9A Iz dy = f dy ( a= dz) . 
A ox bi Ql Ox 
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具体 算出 Jf” “dz = = Q(az,y) 一 Q(a1, y). 然后 对 y 积分 , 求 得 


b2 b2 
J Q(az2, y)dy 一 J Q(aı, y)dy, 
bi bi 
这 恰好 等 于 J, 9 dy. 证 完 . 
格林 - 歼 曼 公式 对 于 比 矩 形 更 一 般 的 区 域 成 立 , 现 对 这 问题 暂 不 讨论 . 
命题 3.1 w= Pdr +Qdy 是 在 连通 开 集 D 内 的 微分 形式 ,并 假定 偏 导数 


m" 及 = 存在 且 连 续 . 那么 为 了 使 得 w 在 D NAE mak. 关系 式 
OP _ oQ 
hk (3.2) 


是 必要 的 ; 当 DARAAN, 它 是 充分 的 . 


证 明 根据 公式 (3.1), 只 要 ~ 是 D 内 甜 形 的 边界 , 由 条 件 (3.2) 可 推出 f w = 
WR D 是 开 圆 盘 , 由 此 可 推出 w 有 原 函数 (命题 2.2). 反之 , 如 果 [w= 0, 入 要 y 
是 内 边 与 坐标 轴 平 行 的 矩形 4 的 边界 , 那么 对 于 这 种 矩形 A, 我 们 有 


JJ (Z - ar] dedy =0. (3.3) 


而 由 此 可 推出 关系 式 (3.9). 事实 上 , 如 果 连 续 函数 一 _ =: 在 D 内 不 恒 等 于 零 
那么 在 D 内 应 有 一 点 , 在 其 邻 域内 , 这 函数 譬如 说 > 0, 从 而 对 于 这 邻 域内 的 矩形 


A, 积分 
Jes 


应 大 于 零 , 与 假设 (3.3) 矛盾 . 命题 3.1 得 证 . 
4. 闭 微 分 形式 


EX. 设 有 一 微分 形式 w = P dz + Q dy, 其 系数 P 及 Q 在 开 集 D 内 连续 . 如 
-R D 内 任何 点 (zo, yo) 有 一 开 邻 域 , 在 其 中 o AMARA, 那么 我 们 说 o 是 闭 的 . 可 
假定 有 关 邻 域 是 以 (zo, yo) 为 心 的 圆 盘 . 于 是 由 第 2 段 及 第 3 段 的 结果 可 立即 推出 : 

命题 4.1 为 了 使 得 系数 在 D 内 连续 的 微分 形式 w 是 闭 的 , 必须 而 且 只 需 : 只 
要 了 是 万 内 边 与 坐标 轴 平 行 的 小 矩形 (其 内 部 也 在 D 内 ) 的 边界 ,我 人 有 P o = 0. 
如 果 还 假定 P 及 Q 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 , 那么 为 了 使 得 o 是 闭 的 , 条 件 (3.2) 是 必 
要 并 且 充 分 的 

由 命题 2.2, 在 开 圆 盘 内 的 任何 闭 形式 在 其 中 有 原 函 数 . 现 举 一 例 : 在 一 连通 开 
R D 内 有 一 闭 形式 o, CE D 内 没有 原 函 数 . 
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命题 4.2 设 万 是 复 平面 C 上 所 有 点 z 0 所 成 的 开 集 . 形式 内 = dz/z #. D 
内 是 闭 的 , 但 在 DD ARAMAK. 


FKE, 在 每 一 点 zo Z 0 的 邻 域 内 , 有 log z 的 一 个 分 支 , 并 且 这 分 支 是 dz/z 
在 zo 的 邻 域内 的 一 个 原 函数 , 因此 w 是 闭 的 . 为 了 证 明 w 在 D 内 没有 原 函 数 , 只 
需 在 D 内 找 出 一 条 闭 道路 y, 使 得 J 到 + 0. 设 y 是 心 在 原点 的 单位 圆 ,其 走向 为 
ER. 为 了 计算 f o, 令 z = et 其 中 t 从 0 变 到 2r. 于 是 我 们 有 


d 
dz = ie*dt, = idt, 
z 


从 而 
J = Í idt = 2in Z 0, (4.1) 
Y 0 


在 上 例 中 , 形式 w 是 复 的 . 现 取 w 的 虚 部 . 既然 


dz dx+idy zadz+yady .zady ydr 
— — — L — 7 
z z +iy Z2 + y? r? +y? 


微分 形式 
_ x dy — y dz 


72 +y? 
在 除去 原点 的 平面 内 是 闭 的 . 它 没有 原 函 数 , 这 是 因为 根据 (4.1), 如 果 y 是 单位 圆 ， 
其 走向 为 正 疝 , 我 们 有 
J = yde — ox 
y T+ | 


事实 上 , w 是 arctg“ 的 微分 , 而 后 者 在 除去 原点 的 平面 内 为 一 多 值 函数 ( 即 有 许多 
YD). 


5. 非 单 值 原 函 数 的 研究 


设 w 是 在 连通 开 集 D 内 确定 的 闭 形 式 . BA w 在 D 内 不 一 定 有 ( 单 值 ) 原 函 数 ， 
我 们 将 确定 wE D 内 一 条 道路 y 的 原 函 数 的 含义 . 这 样 的 道路 由 一 线段 T= [a,b| 
到 D 内 的 一 个 连续 映射 所 确定 . 这 里 我 们 对 可 微 性 不 作 任何 假设 . 


定义 B7: lab] 一 D EFE D 内 的 道路 , 并 且 设 w E D 内 的 闭 微 分 形式 . 
满足 下 列 条 件 的 连续 函数 f(t) (t EH la, b) RA w Wr y 的 原 函 数 : 

(P) 对 于 任何 Te [a,b], £ yT) € D 的 邻 域内 , 有 w 6) JR 83k P: 35 t 5 + £ 
分 接近 时 ， 


F(Y(t)) = 了 的. (5.1) 
定理 1 这 样 的 原 函 数 总 存在 , 并 且 除 去 可 相差 一 常数 外 是 唯一 的 . 
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证 明 首先 , 如 果 fr K f. 是 两 个 这 样 的 原 函 数 , 由 (5.1), 在 每 个 re [a,b] 的 
邻 域内 , HÆ filt) — fo(t) 有 FAE) — PROE) 的 形状 . 因为 w WARRI 
A F — F, 是 常数 , 所 以 在 线段 了 上 每 点 的 邻 域内 , 函数 falt- 户 ( 是 常数 . 我 们 
说 函数 fi- f. 局 部 为 常数 来 表明 这 一 事实 . 而 在 连通 拓扑 空间 上 (这 里 是 在 线段 
I = [a,b] E), 连续 且 局 部 为 常数 的 函数 必 为 常数 . EKE, 对 于 任何 数 u, 空间 中 使 
RAFF u 的 点 所 成 的 集 同 时 是 开 的 及 闭 的 . 

还 要 证 明 存 在 着 满足 条 件 (P) 的 连续 函数 f(t). 每 点 rE 工 有 一 邻 域 (在 了 I 内)， 
y 把 它 映射 到 一 开 圆 盘 内 , 而 w 在 这 开 圆 盘 内 有 原 函 数 F. 既然 了 是 紧 的 , 可 找到 有 
限 个 点 列 


a= to < tj <- <tn < ta+1 = b, 


使 得 对 于 满足 0 < i < n 的 任何 整数 ¿ y 把 线段 [ti ti] 映射 到 开 圆 盘 U; 内 , 而 在 
U, 内 w ERAK F; 交集 U, n U, 含有 y(t. 因而 不 是 空 集 ; 它 是 连通 集 , 从 
而 Fai- F, Æ U, R U, 内 是 常数 . 于 是 对 每 个 F; 加 上 适当 的 常数 , 可 以 逐步 使 得 
Foi Æ U, R U, I 内 与 五 恒 等 . 现 设 f(t) 是 下 式 确定 的 函数 : 


f(t) 一 F,(y(t)), 对 于 t € [ti, ti+1]. 


显然 f(t) 连续 , 并 且 满 足 条 件 (P): 对 于 异 于 t, 的 值 > 这 是 清楚 的 . 请 读者 证 明 + 
注意 假定 > 分 段 可 微 , 换 句 话说 , 可 把 了 细 分 , 使 得 y 在 每 个 部 分 线段 [t;, tita] 
上 的 限制 连续 可 微 . 于 是 积分 S o 可 以 确定 . 按 定义 , 它 就 是 


> U 


? 


如 果 f 是 沿 y 的 原 函 数 , 由 公式 (2.1), 我 们 有 Z 
f o= fa) f(), 


由 此 相 加 , 得 
J w= 7 = to (5.2) 


这 样 , 可 对 连续 道路 + 确定 S o, 而 对 y 不 作 可 微 性 的 假设 , 我 们 可 把 关系 式 (5.2) 
取 作 定 义 . 因为 这 式 右边 与 原 函 数 f W. y 的 取 法 无 关 , 所 以 这 样 下 定义 是 合理 的 
命题 5.1 如 果 y 是 不 过 原点 的 封闭 道路 , 那么 -— S, É 是 整数 
证 明 w = 空 是 闭 形式 . 在 定理 1 的 证 明 中 , 可 设 每 个 F; F log z 的 一 个 分 支 
因此 f (b) — f(a) 是 log z 的 两 个 分 支 在 点 yla) = Y(b) 的 差 , 从 而 具有 形状 2ri m, 其 
中 n 是 整数 
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R j 299 VE 是 整数 (与 上 面相 同 的 整数 ) 


27 72 + y? 
数量 人 P 二 往往 称 为 在 点 z = z + iy 描 出 道路 y 时 (无 论 y 是 闭 的 或 
否 ), 这 点 的 辐 角 的 变化 
6. 同 伦 


为 了 简单 起 见 , 我 们 要 考虑 的 所 有 道路 的 参数 在 线段 I= [0,1] 上 变化 . 
定义 已 给 具有 相同 起 点 及 终点 的 两 条 道路 
w:I>D K y:I>D 


( 亦 即 yo (0) = 7, (0), +o(1) = x (1)). 如 果 存 在 着 从 Ix< I B) D 内 的 连续 映射 (t, u) 一 
ó(t,u), 使 得 
kasku: ó(t,1) = 7, (D), 
(6.1) 
5 6(0, u) = yo(0) = 1 (0), ô(1, u) = yo(1) = y% (1), 
那么 我 们 说 yo 及 y, 是 (ED 内 ) 具有 固定 端点 的 同 伦 道路 


固定 u, 映射 + — ó(t,u) 是 D 内 一 条 道路 yu, 其 起 点 及 终点 都 与 yo 及 y, 相同 . 
直观 看 来 , 当 u 从 0 变 到 1 时 , 这 条 道路 连续 变形 , 但 其 端点 保持 不 变 . 
关于 两 条 封闭 道路 yo 及 y, 情形 , 有 类 似 的 定义 : 如 果 存 在 着 从 Ix r D 内 
的 连续 映射 (t.u) 一 ó(t,u), 使 得 
6(t,0) = Y(t), — ó(t,1) = 7, (t), 
ô(0,u) = 6(1,4)， 无 论 u 是 什么 
(因此 对 于 每 个 u, 道路 y, 是 封闭 道路 ), 那么 我 们 说 加 及 y, 是 (D 内 的 ) 同 伦 封闭 
道路 . 特别 , 如 果 在 上 述 情形 中 , 函数 y, (t) 还 是 常数 , 那么 我 们 说 封闭 道路 yo 在 D 
内 与 一 点 同 伦 . 


定理 2 如 果 ?7 及 沁 是 万 内 具有 固定 端点 的 两 条 同 伦 道路 ,那么 无 论 D W 
的 闭 形式 w 是 什么 , 我 们 有 
J = Í (J. 
Yo Yı 


EHE? 如 果 加 与 六 是 万 中 两 条 封闭 道路 , 而 且 作为 封闭 道路 , 它们 是 同 伦 
的 , 那么 对 于 D 内 任何 闭 形式 o, 我 们 有 


J = J w. 
Yo Yı 


这 两 定理 可 以 作为 以 下 引 理 的 推论 来 证 明 . 首先 作出 下 列 定义 : 


(6.2) 


一 
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定义 设 (t,w) 一 6(t,w) 是 从 矩形 
a<t<b d ub (6.3) 
AFE D 内 的 连续 映射 , 设 w 是 D 内 的 闭 形 式 . 在 矩形 内 连续 并 满足 下 列 条 件 的 
连续 函数 f(t, u) 称 为 w 关于 映射 ó 的 原 函 数 : 

(P) 无 论 和 矩形 中 的 点 (rv) 是 什么 点 , 在 ó(r,u) 的 邻 域内 有 w 的 原 函 数 F, 使 

得 在 与 (r u) 充分 接近 的 任何 点 (t.u), 我 们 有 
F (ó(t,u)) = f(t, u). 

引 理 这 样 的 原 函数 总 存在 , 并 且 除 了 相差 一 第 数 外 是 唯一 的 . 

这 引 理 可 以 说 是 定理 1 的 推广 . 现 用 类 似 的 方法 证 明 它 . 应 用 矩形 的 紧 性 , 可 
用 点 t, 细 分 t 的 变化 区 间 , 用 点 u; 细 分 的 变化 区 间 , 把 矩形 细 分 成 小 格 , 使 得 无 
É ¿E j 是 什么 ， 线段 [ti, ti+1] K [Wj, u;+1] 的 积 所 构成 的 小 矩形 被 6 映射 到 一 个 开 
圆 盘 U; ; 内 ; 在 这 开 圆 盘 内 , 存在 着 w 的 一 个 原 函 数 Fij. 

固定 j, 由 于 交集 Uj n Unn 不 是 空 的 (并 且 是 连通 的 ), 可 以 对 每 个 Fj G 
固定 , i 变化 ) 加 上 一 常数 , 使 得 F, 及 41; 在 Uij Q Uii DES. TEXT 
u € [wj, wj+1], 得 到 一 个 函数 f;(t,u), 使 得 对 于 任何 i, RATA: 当 te [ti ti+1] 时 ， 

f;(t,u) = Fi j (ôt, u)). 

这 样 , filt, u) 在 矩形 


a<t<b uu u;+1 
上 连续 , CE w 关于 映射 6; 的 原 函 数 , 这 里 5; 是 6 在 上 列 和 矩形 上 的 限制 . 每 个 函数 
f; 除去 差 一 常数 外 是 确定 的 , 于 是 对 ; 递 推 , 可 选择 加 上 的 常数 , 使 得 当 u = u;+ 
时 , 函数 fj(t,w) 及 flt u) 相等 . 现 设 f(t,w) 是 在 矩形 (6.3) 上 由 下 列 条 件 确定 
的 函数 : 对 于 任何 j, 我 们 有 : 当 u € [w+i] 时 ， 
f(t, u) 一 f; (t, u). 

这 是 满足 条 件 (P') 的 连续 函数 , 因而 它 正 好 是 w 关于 映射 5 的 原 函 数 . 引 理 得 证 . 

定理 2 的 证 明 设 5 是 满足 条 件 (6.1) 的 连续 映射 . 设 f 是 w 关于 ó 的 一 个 原 
函数 . 显然 , f 在 矩形 Ix I 的 垂直 边 t=0 K t= 1 上 是 常数 . 因此 我 们 有 

f(0,0) = f(0,1), f(1,0)= 7(1,1); 

又 因 


J w = f(1,0) — 7(0, 0), J w = f(1,1) — f(0,1), 
定理 2 得 证 . 


定理 2 的 证 明和 这 完全 类 似 , 我 们 要 应 用 满足 (6.2) 的 一 个 映射 6 
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7. 单 连 通 开 集 内 的 原 函 数 


定义 如 果 开 集 D 是 连通 的 , 并 且 如 果 D 内 所 含 任何 闭 道路 与 D 内 一 点 同 伦 ， 
我 们 说 D 是 单 连通 的 . 


定理 3 单 连 通 开 集 D 内 的 任何 闭 微分 形式 w 在 DARRAR. 


事实 上 , 由 定理 2, 对 D 内 所 含 任何 封闭 道路 y, 我 们 有 J w = 0. 根据 命题 2.1, 
由 此 可 推出 w # D 内 有 原 孙 数 . 

特别 , 在 不 含 z = 0 的 任何 单 连 通 开 集 内 , 闭 形 式 dz/z 有 原 函 数 ， 换 句 话说 ， 
log z ERA z = 0 的 任何 单 连 通 开 集 内 有 分 支 . 


单 连通 开 集 的 例 j a 是 平面 集 E 内 一 点 , 如 果 无 论点 z € E 是 什么 , 连接 a 
与 z 的 直线 段 含 在 E 内 , 那么 我 们 说 集 E 关于 点 a 是 星 形 的 . 


关于 D 内 一 点 a 为 星 形 的 任何 开 集 是 单 连 通 的 . 事实 上 , D 显然 是 连通 的 , 而 
且 对 于 含 在 0 及 1 之 间 的 每 个 实数 u, OA a, 比 为 u 的 位 似 变 换 把 p 变换 到 p 内 . 
当 a 从 1 递减 到 0 时 , 这 种 位 似 变换 确定 了 任 一 封闭 曲线 与 一 点 的 同 伦 ， 

特别 , 任何 凸 开 集 是 单 连 通 的 . 事实 上 , 凸 开 集 是 关于 其 中 任 一 点 的 星 形 集 

反之 , 除去 原点 的 平面 不 是 单 连通 的 . 例如 , A |z| = 1 不 与 C _ {0} 内 一 点 同 
伦 , 因 闭 形式 学 沿 这 圆 的 积分 J Š 不 等 于 零 (参看 关系 式 (4.1)) 

作为 练习 , 读者 可 (对 连通 开 集 D) 证 明 下 列 四 性 质 等 价 : 

a) D 是 单 连通 的 ; 

b) 从 圆 |z| = 1 到 D 内 的 任何 连续 映射 可 开拓 为 从 圆 盘 |z| < 1 到 D 内 的 连续 
映射 ; 

c) 从 正方 形 的 边界 到 D 内 的 任何 连续 映射 可 开拓 为 从 正方 形 到 D 内 的 连续 
映射 ; 

d) 如 果 D 内 两 条 道路 有 相同 的 端点 , 它们 是 具有 固定 端点 的 同 伦 道路 


8. 封闭 道路 的 指标 


定义 设 是 平面 C 上 的 封闭 道路 , 又 设 a 是 C 中 一 点 , 但 不 属于 y 的 像 


积分 
1 dz 


271 y2—a 
的 值 称 为 y 关于 a 的 指标 , 记 作 I(y,a). 
由 命题 5.1, 指标 I(y, a) 是 整数 . 


回 到 和 定义 , 我 们 看 到 , 为 了 计算 指标 , 必须 求 对 0 < t < 1 确定 的 复 值 连续 函数 
f(t, 使 得 


(8.1) 


eft) 一 y(t) — a, 
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于 是 有 
f(D — f0) 


I(y, a) = KE Ini 


指标 的 性 质 


1) a 固定 , 当 封 闭 道 路 y 连续 变动 但 不 经 过 a 时 , 指标 IGy, a) 保持 为 常数 . 
事实 上 , 积分 (8.1) 连续 变动 , 其 值 在 每 一 时 刻 为 整数 , 因此 它 保持 为 常数 . 
2) 闭 道路 y 固定 , 当 a 在 的 映像 的 余 集 中 变动 时 , I(y, a) 是 a 的 局 部 为 常数 
的 函数 . 证 明 同 1). 由 此 可 见 , I(y,a) 是 a 的 函数 , CE > 的 像 之 余 集 的 每 一 连通 支 
集中 为 常数 
3) 如 果 y IR E Rs a 的 单 连通 开 集 D A, 指标 Iya) AR. 事实 上 , 这 
时 封闭 道路 7 可 在 D 内 变动 成 为 一 点 , 因而 不 经 过 a, 然后 只 需 应 用 1). 
4) 如 果 y 是 按 正 向 务 成 的 圆 , 那么 当 a 在 圆 外 部 时 , I(y, a) 等 于 0; 3 aA 
内 部 时 , 它 等 于 1. 
a 在 圆 外 部 情形 可 由 3) 推出 ; 当 a 在 圆 内 部 时 , 由 2), 只 需 考察 a 是 圆心 情形 ， 
然后 应 用 关系 式 (4.1). 


命题 8.1 设 f AARAA z2 + 2 < r2 到 平面 R? 的 连续 映射 , y 是 f 在 辆 
2 +y =r? 上 的 限制 . 如 果 平 面 上 一 点 a 不 属于 y 的 像 ,并且 如 果 指 标 I(y,a) Z 0, 
Z 上 在 开 圆 盘 +y < r2 内 至 少 取 值 a 一次. 


FXE, tag 假定 Í 不 取信 a. f 在 心 为 0 的 同心 圆 上 的 限制 确定 闭 道路 


定义 设 K y, 是 不 zg 过 原点 0 的 两 条 封闭 道路 . 映射 
to Yi (t) Hh (t) 


所 确定 的 封闭 道路 称 为 这 两 条 道路 的 乘积 , 上 式 右 边 的 点 表示 复数 y(t) 及 y, (t) 的 
乘积 


命题 8.2 两 条 不 经 过 0 的 封闭 道路 之 乘积 关于 原点 的 指标 , 等 于 这 两 封闭 道 
路 中 每 一 条 的 指标 的 和 , 换 句 话说 ， 


Ih V20) = I(z,,0) + I(x,, 0). 
FKE, 设 fit) 及 fo (t) 是 满足 下 列 两 式 的 两 个 复 值 连续 函数 : 
et) = y (t), ef) = y(t). 
议 Y(t) = v, (t) ` v, (t) 是 两 闭 曲 线 的 乘积 , 函数 f(t) = falt) + fo (t) 满足 


eft) = q(t), 
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并 且 我 们 有 
1(y,0) = FD TO _ AAW n" h P 
= I(y,,0) + (72,0), 
这 样 就 证 明了 命题 . 


命题 8.3 设 y 及 六 是 平面 C 上 两 条 封闭 道路 . 如 果 y 不 取 值 0, 并 且 如 果 总 
有 |x, 的 | El, 那么 映射 + 一 y(t) + y, (t) TRE 0, 并 且 我 们 有 


I(y +7,0) = I(y, 0). 


事实 上 , 可 以 与 出 
W) + yt) = t) | 了 2 


y(t) 


HANK 1+ O, 5 关于 原点 的 指标 为 0, 这 是 由 于 它 包含 在 心 为 1, 半径 为 1 的 


FARAN. 这 样 , 封闭 道路 y+ y, 是 封闭 道路 ~ 及 1+2 + 的 乘积 , 于 是 应 用 命题 8.2， 
即 得 命题 8.3. 


9. 补充 : 紧 集 的 有 向 边 措 


引 理 ”如果 道路 y 连续 可 微 , 并 且 如 果 y 处 处 Z 0, 那么 在 参数 t+ 的 每 一 值 的 
邻 域内 , 映射 + 一 y(t) 是 单 射 , 并且 它 的 像 (局 部 ) 分 平面 为 两 区 域 . 


这 一 引 理 的 确切 含义 将 在 以 下 证 明 中 说 明 . 设 t — y(t) 是 从 线段 [a,b] 到 平面 
R2 的 连续 可 微 映 射 . 设 对 t 的 任何 值 , 导数 y (t) Z 0. 因此 点 y(t) 的 坐标 z,y 是 连 
续 可 微 函 数 y, (t) 及 y, (t), 并 且 其 导数 y(t) 及 y; (t) 不 同时 为 零 . 于 是 由 隐 函 数 定 
理 , 如 果 to 是 区 间 的 内 点 ( 亦 即 a < to < b), 3F EIL zo = 7 (to), yo = y, (to); 
那么 存在 着 从 点 (to,0) 的 开 邻 域 U 到 点 (zo,yo) 的 开 邻 域 V 上 的 连续 可 微 映射 
(t,u) 一 ó(t,u), 满足 下 列 条 件 : 

(i) ó(t,0) = y(t); 

(ü) ó 是 从 U 到 VV 上 的 同 胚 , 其 雅 可 比 行列 式 在 U 中 任 一 点 处 > 0 (因此 ó 保 
持 “ 定 问 ”). 
这 样 , 由 ó 的 闭 同 胚 , V 同 胚 映射 到 U 上, 道路 y 上 的 点 映射 成 直线 u = 0 EWA. 
因此 > Æ V 内 的 余 集 中 的 点 分 成 两 个 开 集 V+ K V : 即 对 应 于 vv > 0 及 <0 的 
点 所 成 的 集 . WRH U PEGA (to,0) IFAR, FE Vt K V 是 连通 的 . 于 是 
道路 y 把 开 集 V 分 成 两 个 连通 的 部 分 , 引 理 得 证 . 


定义 设 K 是 平面 C 上 的 紧 集 , 又 设 卫 = (Ti)ier 是 封闭 道路 T; 的 有 限 集 , 其 
中 每 条 T, 分 段 可 微 . 如 果 下 列 条 件 被 满足 , 我 们 说 T 是 紧 集 K WAAI: 


S2. FARK, 基本 定理 . 49 . 


(BO 1) 在 每 个 映射 上 一 T(t) F, 除了 定义 线段 的 起 点 及 终点 的 像 外 , 两 个 不 同 
氮 的 像 是 不 同 的 . 而 且 各 个 r, 的 像 两 两 不 相交 , 它们 的 并 集 构 成 K 的 边界 ; 

(BO 2) 如 果 y 是 任 一 T: 的 可 微 弧 , 那么 导数 y (t) 处 处 2 0. W B HE: to Æ y 
的 定义 区 间 的 内 点 , 并 且 如 果 上 一 引 理 中 的 开 集 V 选择 得 充分 小 , 那么 了 -与 K 不 
相交 , 而 VT 2£ K 的 内 部 . 

条 件 (BO 2) 可 以 直观 地 表述 为 : 当 按 上 增加 的 方向 沿 y 前 进 时 , K 的 内 部 的 点 
总 在 左边 , 而 K 的 余 集 的 点 在 右边 . 

B] 取 为 边 与 坐标 轴 平 行 的 (BJ) 和 矩形, 那么 如 第 1 段 末 所 确定 的 这 矩形 的 
边界 , 正好 是 K 的 有 向 边界 . 

设 已 知 格林 - 黎 曼 公式 可 应 用 于 紧 集 K 的 有 向 边界 r. 准确 地 说 , 如 果 w = 
P dz + Q d 是 一 微分 形式 , 其 系数 在 一 个 包含 紧 集 K 的 开 集 内 连续 可 微 , 那么 我 们 


有 等 式 
J pas + Qay= [J 人 二 dz dy (9.1) 


| 如 果 p HH BJ r, 组 成 , 记号 f. 表示 开矿] 特别 , 如 果 形式 o ZE D 内 
是 闭 的 , 只 要 p E: D 内 所 含 紧 集 的 有 向 边界 , 我 们 就 有 


fo = 0. (9.2) 


82. 全 纯 函 数 , 基本 定理 


1. 可 微 函 数 概念 的 回顾 


设 D 是 平面 R? 上 的 开 集 , 设 f(z,y) 是 在 D 内 确定 的 实 值 或 复 值 函数 . 设 点 
(zo,yo) € D, 如 果 存 在 着 实 变数 h K k 的 线性 函数 ah 十 bk, 使 得 只 要 h 及 充分 
小 , 就 有 

Jf (zo + h, yo + k) — f(zo, yo) = ah + bk + a / h? + k2, (1.1) 
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我 们 说 f 在 点 (toy) TH, 这 里 a 是 h K k 的 ( 实 或 复 值 ) 函数 ,其 绝对 值 当 
Vh? +k? 趋 近 于 0 时 也 趋 近 于 0. WR f 在 点 (zx0,yo) Mit, ( 实 或 复 ) WA a K b 
是 唯一 地 确定 的 , 并 且 等 于 偏 导 数 


O O 
a 一 — (20, y0), b = S (vom) 


我 们 记得 , f 在 点 (zo,yo) 有 偏 导数 不 足以 保证 f 在 这 点 可 微 , 但 如 采 在 与 
(zo,yo) 充分 接近 的 任何 点 有 偏 导 数 , 并 且 如 果 这 些 偏 导数 在 点 (zo, yo) 连续 , 那么 f 
在 这 点 可 微 . 在 开 集 D 内 有 连续 偏 导 数 的 函数 称 为 在 D 内 连续 可 微 . 


2. 全 纯 条 件 


设 D 是 复 平 面 C 上 的 开 集 , 又 设 f 是 在 D 内 有 和 定义 的 复 黄 量 z = z + ig 的 
PKI Š. 


定义 设 点 zo € D, 如 果 
(2.1) 
存在 (u 表示 复 变 量 ), 那么 我 们 说 f(z) 在 点 wo 全 纯 . 这 就 是 说 , f 在 zo 有 关于 复 变 
量 的 导数 . WR f EFR 内 每 一 点 全 纯 , 我 们 说 它 在 D 内 全 纯 
条 件 (2.1) 可 写成 
f(zo +u) — f (z0) = cu + o(u)|ul, (2.2) 


其 中 a(w) 当 u 趋 近 于 0 时 趋 近 于 0, c 是 导数 f'(zo). 由 于 z = z + t, 关系 式 (2.2) 
也 可 写成 


f(zo +h, yo + k) — f(xo,yo) = c(h + ik) + o(h, k) v h2 + k2. (2.3) 
这 表明 , 作为 两 个 实 变量 z K y 的 函数 f 可 微 , 并 且 


这 里 a Ë b 表示 关系 式 (1.1) 中 的 常数 . 因此 我 们 有 _ 3 _ ic 由 此 得 


T +L = 0. (2.4) 
反之 , W f 是 实 变量 z 及 y 的 可 微 函 数 , 且 满 足 (2.4). 那么 由 关系 式 (1.1) 可 
推出 (2.3), 其 中 c = a, ic = b. 因此 f 在 点 zo = zo + iyo 全 纯 . 这 样 证 明了 下 列 命 题 : 


命题 2.1 要 使 得 f 在 一 点 全 纯 , 必须 而 且 只 需 看 作 两 个 实 变量 x 及 Y 的 函数 
f 在 这 点 可 微 , 而且 f 在 这 点 的 偏 导 数 有 关系 式 (2.4). 


$2， 全 纯 函 数 , 基本 定理 5. 


现 解释 (2.4). 当 写 出 f = P + iQ 时 , 其 中 函数 P 及 Q 是 实 的 , 我 们 得 到 柯 西 


条 件 
oaP óQ 6P 69 


L82 L R (2.5) 
3. 变量 z 及 z 的 引进 
设 f 是 实 变 量 z 及 y 的 ( 实 值 或 复 值 ) 可 微 函 数 . 
df = de 十 Lay (3.1) 
IFPRI RR z = x+ iy R z= r- iy 有 微分 
dz = dz + idy, dz = dz -— idy, (3.2) 
因此 反之 有 
dz = (dz + dz), dy = 元 (dz — dz). (3.3) 
代入 (3.1), 得 关系 式 
_1(2f _; 3f of 0/ \y 
g-ig A) d+ (Hi) az 
FTEs 
2-122), 2-1(2 2) w 
əz 2\ðz J æ 2\ Ər y) (s. 
应 用 这 些 记 号 , 我 们 得 到 关系 式 
df = dz 十 dz (3.5) 
这 样 , 表明 f ERTE z 的 全 纯 函 数 的 条 件 (2.4) 可 写成 
of 
=0 (3.6) 


换 句 话说 , 为 了 使 得 f 全 纯 , 必须 而 且 只 需 在 微分 df 的 表示 式 (3.5) P, dz 的 系数 
为 零 . 或 即 : df 与 dz 成 比例 , 比例 系数 正好 是 f'(2). 

作为 应 用 ， Tasa AA 设 f 是 在 连通 开 集 D 内 全 纯 的 函数 . 如 果 f 的 实 
部 是 常数 , 那么 f 也 是 常 

事实 上 , 实 部 Relf) 这 是 1 =(/ + f). 由 假设 , Æ D 内 有 d(f + P= 0, 这 式 可 写 


成 
dz 十 ÎL az + Am + of gs = = 0. 
但 由 于 f 全 纯 , 我 们 有 -o Otus, 得 二 = 0. 于 是 得 
of 一 -dz 十 ðf z = = 0. 


Oz Oz 
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而 表示 式 adz + bdz 只 有 在 系数 a K b 为 零 时 恒 等 于 零 由 此 得 2 Zi Lo, of = 0. 
于 是 df = 0, 从 而 f E D 内 是 常数 . 
由 此 可 推出 : 如 果 f 在 连通 开 集 D 内 全 纯 且 Z 0, 并 且 如 果 log | 用 或 者 arg f 
是 常数 , 那么 f 是 常数 
事实 上 , 考虑 函数 
g(z) = log f(z) = log |f(z)| + iarg f (z). 


在 点 zo 的 邻 域内 选取 辐 角 的 一 个 分 支 , g 是 全 纯 的 , 且 其 实 部 (或 虚 部 ) 是 常数 . 因 
此 g Æ zo 的 邻 域 内 是 常数 . 这 样 , f = es 在 万 内 局 部 为 常数 . 又 因 D 是 连通 的 , f 
E D 内 是 常数 . 


4. 柯 西 定理 

定理 1 如 果 f(z) 在 复 平面 的 开 集 D 内 全 纯 , 那么 微分 形式 f(z)dz 在 D 内 是 
闭 的 . 

由 于 本 定理 的 重要 性 , 现 给 出 两 个 证 明 

第 一 个 证 明 这 一 证 明 中 要 作 一 补充 假设 : 设 偏 导数 E 及 区 在 在 DD 内 连续 
(实际 上 , 由 下 面 第 二 个 证 明 , 只 要 f 在 D 内 全 纯 这 一 假设 自动 成 世 ) 为 了 证 明生 


分 形式 f(z)dz = f(z)dz + if (2)dy 是 闭 的 , 由 格林 - REAR (81, 公式 (3.1)), 只 需 
证 明 
ðf _ ðf 


Oy ar 
而 这 恰好 是 表明 f 为 全 纯 的 条 件 (2.4). 证 完 . 


第 二 个 证 明 与 第 一 个 证 明 不 一 样 , 这 一 证 明 不 需要 任何 补充 假设 , 但 需要 更 细 
致 的 论证 . 为 了 证 明 f(z)dz 是 闭 的 , 必须 证 明 : 沿 着 含 在 D 内 的 任何 矩形 R (其 内 
部 也 含 在 D A) 的 边界 y, 积分 [f(z)dz HE. 为 此 , 先 令 


J te) )dz = a(R). (4.1) 


等 分 和 矩形 R 的 每 一 边 , 把 RARER, 设 Yi 是 四 个 小 短 形 的 (有 
向 ) 边界 (i = 1,2,3,4). 容易 证 明 (参看 图 3) 


[10-5 | t= Dale 


四 个 小 和 矩形 中 至 少 有 一 个 满足 |a(R)| > a(R)|. 把 这 个 小 矩形 叫做 RO. 再 把 RO 
分 成 四 个 相等 的 矩形 , 其 中 至 少 有 一 个 , 设 为 RO, 满足 条 件 
a(RO) > 5 la(R)]: 


82. 全 纯 函 数 , 基本 定理 . 53 . 


这 种 似 法 可 无 限 继续 下 去 . TEREE, 其 中 第 k 个 矩形 的 边 长 是 矩形 R 
的 边 长 的 未, 其 面积 是 矩形 R 的 面积 2k* WR (RS) REE RW 的 有 向 边 


F, 我 们 有 
| ta 
(R) 


由 柯 西 收敛 准则 , 存在 着 唯一 一 点 zo 属于 所 有 和 矩形 RO. 显然 , zo c D. 因此 
f(z) 在 zo 全 纯 , 从 而 


> le(B). (4.2) 


J (z) = f(z0) + f (20)(z— zo) + e(2)|z — zol, 
其 中 


lim e(z)=0. 
Z—> Zo 


由 此 推出 


J f(z)dz = feo) | dz + f'o) | (z — zo)dz 
y(RCE)) y(RE)) Y(Rük)) 


+f e(z)|z 一 zo|dz. 
y(R)) 


在 (4.3) 右边 , ` k 无 限 增 大 时 ， 前 两 积分 为 零 , 至 于 第 三 个 积分 , 它 与 矩形 RO 
的 面积 相 比 可 略 去 不 计 , 从 而 它 与 jÉ 相 比 可 略 去 不 计 . 与 (42) 比较 , 可 见 必须 有 
a(R) = 0, 于 是 由 a(R) WENEH, RITA [f(z)dz = 0. 证 完 . 


系 1 在 DD 内 全 纯 的 函数 f(z) 在 局 部 有 全 纯 的 原 函 数 . 


这 一 论断 表明 : D 内 任何 点 有 一 开 邻 域 , 在 其 中 f 有 全 纯 的 原 函 数 . 原 函 数 的 
局 部 存在 性 可 由 闭 形 式 的 定义 推出 , 由 于 局 部 原 函 数 有 导数 f, 它 是 全 纯 的 . 


系 2 如 果 f(z) 在 万 内 全 纯 , 那么 对 于 在 万 内 并 与 D 内 一 点 同 伦 的 任何 闭 道 
路 y, 我 们 有 J, f(z2)dz = 0. 


这 结果 可 由 上 列 定理 1 K 81 第 6 有 段 中 定理 2' 推出. 
推广 ” 现 把 定理 1 成 立 的 条 件 加 以 推广 . 


(4.3) 
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定理 1 设 f(z) 是 在 开 集 D 内 连续 的 函数 , 并 且 可 能 除去 与 实 轴 平行 的 直线 
A 上 的 点 外 , f(z) 在 D 内 任何 其 他 点 全 纯 . 那么 形式 f(z)dz 22 B] 65. 特别 , 如果 可 
能 除了 若干 孤立 点 外 , f 在 D 内 其 他 任何 点 全 纯 , 那么 形式 .f(z)dz 是 闭 的 . 


证 明 需要 证 明 : 对 于 含 在 D 内 任何 矩形 的 边界 y, PA J, fede HE. 如 
REESE A 不 相交 , 这 是 明显 的 ， 设 矩形 有 一 边 在 A E, 并 设 其 四 顶点 为 
ww 二 a 十 记 ,U 十 a 十 记 , rihu K u+ja#f# A E. a 及 bb 是 实数 ,并 可 设 例 如 b> 0. 
设 R(e) 是 顶点 为 


Uie,，U 二 a 二 ie， uji, u+a+ib 


的 矩形 , 其 中 e 是 很 小 的 正 数 . 沿 R(e) 的 边界 所 取 的 积分 f f(z)dz 为 零 , 而 当 < 趋 
近 于 0 时 , 这 积分 趋 近 于 治 和 矩形 R 的 边界 y 所 取 的 积分 . 因此 [f(z)dz = 0. 最 后 ， 
如 果 直 线 A 与 矩形 R 相交 , 而 R 没有 水 平 边 在 A E, 那么 直线 A 把 R FPR WB 
JÉ R' 及 R", 并 且 由 上 述 结果 , WEE R' 及 R” 中 任 一 个 所 取 积 分 f f(z)dz WẸ. 
而 这 两 积分 的 和 等 于 沿 R 的 边界 所 取 的 积分 . 证 完 . 


5. 柯 西 积分 公式 


定理 2 j f 是 在 开 集 也 内 全 纯 的 函数 . 设 ac D, 并 且 设 y 是 DAA 
道路 , 它 不 通过 a, 并 与 D 内 一 点 同 伦 . 那么 我 们 有 


f(z)dz 


mi J, z—a = I(y,a) f(a), (5.1) 
其 中 I(y,a) 表示 闭 道路 y 关于 点 a 的 指标 (参看 81 第 8 Ez). 
证 明 设 g(z) 是 在 D 内 由 下 式 确定 的 函数 : 
g(z) = fe) Je) 对 于 z Z a; 
M" = f'(a), 对 于 z= a. 
由 导数 的 定义 , 函数 9 连续 . 除去 点 a 外 , CE D 内 其 他 任何 点 全 纯 . 由 定理 1, 我 


们 有 
J f(z) — F(a) Jë) fa) a = 0. 


z—a 


而 由 指标 的 定义 ， 


J Po a = ri I(y,a)J(a). 
关系 式 (5.1) 得 证 . 


82. FARA, 基本 定理 . 55. 


例 设 了 在 一 个 闭 贺 盘 的 邻 域内 全 纯 , 并 设 y 是 按 正 向 描 出 的 边界 . 我 们 有 
f(z)dz ` 27i f(a), WR a 在 圆 盘 内 部 ; 


Y z — a 


6. 全 纯 函 数 的 泰勒 展 式 

定理 3 设 f(z) EFAA |z| < p 内 全 纯 , 那么 f 在 这 圆 盘 内 可 展 成 二 级 数 . 

这 就 是 说 , 存在 着 震级 数 S(X) = F nX”, 其 收敛 半径 > p, 并 且 对 于 |z| < p, 
其 和 S(z) 等 于 f(z). 

证 明 i r< po. 我 们 将 要 找 一 震级 数 , 它 对 于 |z| < 正规 收敛 于 f(z). AFK 
数 在 0 的 邻 域内 帮 级 数 展 式 的 唯一 性 ,上述 震级 数 应 与 r 无 关 . 由 此 将 可 推出 本 定 
理 


选取 To, 使 > < ro < P. HX Y 是 心 为 0, 半径 为 70 并 且 按 正 向 摘出 的 圆 ， 应 用 定 
理 2 中 的 积分 公式 : 对 于 |z| < r, 


o- [| 6 


ri t-z 


由 于 |z| < ltl, 积分 号 下 的 函数 — 可 展开 成 级 数 . 准确 地 说 , 我 们 有 


~ 1 1 1 1 1 
t—z tl 一 zt t t tn | 


从 而 


_ 1 n J (t) 
OEE a | >: mridt. 


对 于 |z| < r K ltl = ro 上 列 级 数 正规 收敛 ， 因 此 可 将 它 逐 项 积分 , 并 得 到 对 于 
|z] < r 正规 收敛 的 级 数 : 
f (2) 一 > an2”, 


7 之 0 


其 中 系数 an 由 下 列 积分 给 出 : 


ol f(t)dt 
ün = Si | ntl ' (6.1) 
定理 3 得 证 . 
注释 定理 3 表明 , 在 开 集 D 内 全 纯 的 任何 函数 在 D 内 解析 . 反之, 因为 我 们 
知道 在 D 内 解析 的 函数 有 导数 , 所 以 任何 在 D 内 解析 的 函数 全 纯 . 因此 对 于 单 复 变 
jt, 全 纯 性 与 解析 性 等 价 . 如 果 对 于 全 纯 函 数 应 用 关于 解析 函数 的 已 知 结果 , 可 以 
看 到 全 纯 函 数 无 限 可 导 , 特别 是 连续 可 导 . 还 可 看 到 , 全 纯 函 数 的 导数 全 纯 
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7. RAPHE 
定理 4 (定理 1 WFE) 设 f(z) 是 在 开 集 D AERAR. 如 果 微 分 形式 
f(z)dz AAH, 那么 函数 f(z) 在 万 内 全 纯 . 


事实 上 , /局 部 有 原 函 数 g. 这 一 原 函 数 是 全 纯 的 , 并 且 f = g 是 全 纯 图 数 的 导 
数 , 因此 根据 以 上 所 讲 , 它 本 身 是 全 纯 的 . 

# 如 果 f(z) 在 DD 内 连续 , 并 且 可 能 除去 直线 A 上 的 点 外 , CED 内 所 有 其 
他 点 全 纯 , 那么 上 在 万 内 任何 点 全 纯 . 

事实 上 , 必要 时 作 旋 转 , 可 假定 A 平行 于 实 轴 . 由 定理 1, 形式 f(z)dz 是 闭 的 . 
因此 由 定理 4, f 在 D 内 任何 点 全 纯 . 

我 们 看 到 , 定理 1 只 是 定理 1 的 泛泛 的 推广 . 但 是 由 于 其 证 明 技 巧 , 还 是 需要 
把 它 推导 出 来 . 

8. 柯 西 公式 的 变形 


定理 5 J TP AENA D 内 的 紧 集 K 的 有 向 边界 , 又 设 f(z) £ D AAH. 


那么 
J f (z)dz = 0. 


如 果 还 设 a 在 天 的 内 部 ,我们 有 
d 
Jr oe e» 


证 明 第 一 个 结论 可 由 $1 中 关系 式 (9.1) 推出 . 

为 了 证 明 第 二 个 结论 , 考虑 心 为 a, 闭 包 在 K 内 的 小 开 圆 盘 S. ZE K- S 的 
有 向 边界 由 了 及 取道 向 的 S 的 圆 边界 + 组 成 . 我 们 说 这 个 有 向 边界 是 r 及 取 正 向 
的 S 的 圆 边界 + 之 差 . 对 K - S 及 在 D — (a) 内 全 纯 的 函数 (2) 应 用 定理 5 的 
第 一 部 分 , 我 们 得 到 


Je)dz _ f fe)dz 


3 


r z-a | y ZZ—a 
根据 定理 2, 由 此 即 得 关系 式 (8.1). 
9. 施 瓦 次 对 称 原 理 


我 们 已 经 看 到 (定理 4 的 系 ), WR f(z) ERE D 内 连续 , 并 且 除 了 可 能 在 实 
轴 上 的 点 外 , f(z) 在 D 内 其 他 任何 点 全 纯 , 那么 f 无 例外 地 在 D 内 任何 点 全 纯 . 

现 考虑 关于 实 轴 为 对 称 的 非 空 连通 开 集 D. i D 是 D 与 闭 半 平 面 y > 0 的 交 
集 , D” 是 D 与 闭 半 平面 y < 0 的 交集 . 设 已 给 函数 f(z) 在 D 连续 , 在 实 轴 上 的 点 
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取 实 值 , 并 且 在 D' 中 满足 y > 0 的 点 处 全 纯 . 现 证 明 在 D 内 存在 着 开拓 f 的 全 纯 
KA 由 解析 开拓 原理 (参看 第 一 章 84 第 3 Ez), 这 样 的 国 数 是 唯一 的 . 
考虑 在 D” 由 下 列 关系 式 确定 的 函数 g(z) : 
g(z) = f(2). 
这 函数 在 D” 连续 , 并 可 立即 证 明 : CE D” 内 不 位 于 实 轴 上 的 任何 点 处 全 纯 . 在 D 
等 于 f(z), 在 D” 等 于 g(z) 的 函数 h(z) 在 万 内 连续 , 并 且 在 D 内 不 位 于 实 轴 上 的 
任何 点 全 纯 . 因此 它 无 例外 地 在 D 内 任何 点 全 纯 . 


我 们 注意 , 在 D 内 关于 实 轴 为 对 称 的 两 点 , 函数 h 取 复 共 轿 值 ( 亦 即 关于 实 轴 
为 对 称 的 值 ). 这 就 是 我 们 把 上 述 作 法 命名 为 “对 称 原理 ”的 理由 . 


习 a 


1. a) Ú: y 是 分 段 可 微 道 路 , 7 是 它 在 映照 z 一 z (关于 实 轴 对 称 ) 下 的 像 . 证 明 : 如 果 f(z) 
是 在 y 上 的 连续 函数 , 那么 函数 z 一 f(z) 在 了 7 上 连续 , 并 且 我 们 有 


J zea = | Faz 


b) 特别 , 如 条 y 是 按 正 癌 措 出 的 单位 圆 , 我 们 有 


J. f(z)dz = — J TO 


2. 设 y 是 连续 道路 (不 必 分 段 可 微 ). 证 明 : 如 果 wi,w2,w 是 闭 形 式 , a € C, 我 们 有 


fe [= [= 人 


(关于 符号 Jo 的 定义 , 请 参看 81 第 5 段 注意 .) 

3. 设 y 是 分 段 可 微 道路 , 其 像 包含 在 开 集 D W. XNE o(z) 是 D 内 的 全 纯 函 数 , HERE (E 
变量 w 的 平面 上 的 ) FÆ A 内 . 证 明 r = oo y 是 分 段 可 微 道路 , 并 且 对 于 任何 连续 困 数 
fiw), 我 们 有 


| few)aw = | f(e(2)e'(z)az. 
r Y 
在 y 不 一 定 可 微 时 , 上 列 公式 仍然 成 立 吗 ? 
4. 设 y Æ (可 微 ) 道路 : t 一 y(t) = rett, 0 < t < 27, yn 是 道路 : tf 一 yn(t) = (1 一 1/n)re”,t 
在 同一 区 间 变 动 . 证 明 : 如 果 f(z) 在 闭 圆 盘 |z| <r 上 连续 , 我 们 有 
J ra: = lim J Jf (z)dz. 
5. 证 明 : 如 果 f(z) 在 闭 圆 盘 |z| < + 连续 , 在 开 圆 盘 |z] < r 全 纯 , 我 们 有 : 对 于 任何 |z| < r, 


oL 10, 
Fa m t, 


271 t-z 


这 里 积分 是 按 正 问 取 的 . 
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. 求 一 道路 t 一 y(t), t 在 [0, 2r] 变动 , 其 像 为 平面 R? 上 的 椭圆 z2/a2 42/02 = 1(a,b > 0). 


用 两 种 不 同 的 方式 计算 积分 S, Z, 并 由 此 导出 


ë dt _ 27 
o a2cos2t+b2sin2t ab 


. R Palt) = t" +as-it" 十 … 十 ao 是 复 系数 n(> 1) 次 多 项 式 , 又 设 ya ÆR |t| = R E 


映照 + 一 z = Palt) 下 的 像 . 证 明 : 如 果 R 充分 大 , 那么 ya 不 通过 原点 z = 0, 并 且 我 们 
有 I(yr,0) = n. 由 此 断定 P, (t) = 0 至 少 有 一 个 根 . (首先 证 明 , 对 于 充分 大 的 R, RITE: 
在 |t| > R BF, || > |an_1t"! +... 十 aol. 然后 应 用 81 命题 8.3, 证 明 I(yn,0) EFA 
t| = R ERR £ — t 下 的 像 关 于 原点 的 指标 .) 


. z f(z) = wu(z,y) 十 iv(z,y) 是 在 连通 开 集 D 内 的 全 纯 函 数 . 如 果 我 们 有 


au(x, y) + bulz, y) = c, 


其 中 a,b K c 是 不 全 为 零 的 常数 , 那么 f(z) 在 D 内 为 常数 . 


. 设 D 是 平面 上 的 凸 开 集 , 又 设 f(z) 是 在 D 内 全 纯 的 函数 . 证 明 : 对 于 任 一 对 点 a,b e D, 


可 在 连接 a K b 的 线段 上 找到 两 点 c 及 d, 使 得 我 们 有 
f(a) — f(b) = (a — b)(Re( f (ol+TiIm( (oO))， 
(考虑 下 式 确 定 的 单 实 变量 + 的 函数 : 
F(t) = f(b + (a — b)t)/(a — b), 


并 且 对 F(t) 的 实 部 及 虚 部 应 用 有 限 增 量 定理 .) 
É] D 是 一 连通 开 集 , 它 关 于 实 轴 为 对 称 , 并 且 它 与 实 轴 的 交集 I 不 是 空 集 . 在 D 内 全 纯 的 
IFRS f(z) 可 以 唯一 的 一 种 方式 写成 下 列 形 式 : 对 于 任何 z e D. 


f(z) = g9(2) + ih(z), 


其 中 g K h EE D 内 全 纯 的 两 函数 , 并 且 在 I 上 取 实 值 . 证 明 这 时 我 们 有 : 对 于 任何 z e D. 


9(z) = g(z) h(z) = h(z), 


并 且 


f(z) = g(z) — ih(z). 


设 f 及 g 是 在 平面 上 连通 开 集 D 内 全 纯 的 两 函数 , 它们 在 D 内 到 处 不 等 于 零 . 如 果 存 在 着 


lim an =a, a € D; 对 于 任何 n, an Z a, 


并 且 使 得 我 们 有 : 对 于 任何 n, 
f (an) _ g (an) 
flan) glan)’ 
证 明 这 时 存在 着 常数 c, 使 得 在 D 内 , f(z) = cg(z). 


习 是 . 59 : 


12. I< p(z) EZE K 的 有 向 边界 rT 上 的 连续 函数 . 设 D 是 在 C 中 的 余 开 集 , 并 且 对 于 
z € D, $ o 

_ f 29) 

f(z) = Braap 

(i) 如 果 对 于 a € ED S p= inf, I — a|, 那么 证 明 : XF Er K |z — a| <r, 其 中 


) 在 


() < r < p, 
a € D 的 邻 域内 解析 (参看 82 定理 3 的 证 明 .) 
(ii) 证 明 : 对 于 任何 整数 n > 1, a 8 D, 我们 有 
Dan LO 
fF (a) =ni | rid 
(参看 第 三 章 81.) 
13. 设 f(z) Æ |z| < p 内 全 纯 , 证 明 : 如 果 0 < r < p, RIJA: 
lim m Hth- _ = f'(z) 
oc IRI T 


对 于 |z| < r— AR. (应 用 12 可 号 出 


Feth) fo) ph f(t)dt 
h ro= /ey 


其 中 7 = (p+r)/2, |h| < (7 一 7)/2 = (p 一 +)/4 ( 璧 如 说 ), 由 此 推出 : 如 果 M = Sup, FŒ, 
我 们 有 


Je +h) — f) 
h 


p+r 
-o| < am Pt", slh.) 


14. WÈ C 一 (0) 中 两 条 封闭 曲线 关于 0 有 相同 的 指标 , 那么 它们 在 C - (0) 中 同 伦 . 
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81. 柯 西 不 等 式 , 刘 维 尔 定 理 


1. 泰勒 系数 的 积分 表示 式 


我 们 已 经 看 到 (第 二 章 82 第 6 BREM 3), 如 果 f(z) 在 心 为 原点 的 开 圆 盘 D 内 
全 纯 , f(z) 是 在 D 内 收敛 的 一 个 徊 级 数 Y anz” 之 和 . 这 寡 级 数 的 系数 an 由 下 列 
Tr, > (Ü 


关系 式 给 出 : 
an = = f™(0). 
换 句 话说 , an 是 f(z) 在 原点 的 泰勒 展 式 的 系数 . 这 知 级 数 称 为 f(z) 的 泰勒 级 数 . 现 
RAHN KS f 所 取 积 分 来 表示 系数 an. 
< z = re, 其 中 0<r<p,p 表示 圆 盘 D 的 半径 . 我 们 有 
flre?) = > anr e”. (1.1) 
n20 

如 果 取 定 7,9 为 变数 , 那么 f(re”) 是 9 的 周期 函数 , 上 列 关 系 式 给 出 了 这 函数 的 侍 
EMRA. 我 们 注意 , 在 这 展 式 中 , 只 是 出 现 了 et, 其 中 ”为 整数 > 0. 然而 我 们 知 
jË, 对 于 周期 为 2r 的 连续 函数 , 其 健 里 叶 展 式 的 系数 可 以 用 关于 函数 的 积分 表示 出 
来 . 在 现在 的 情形 下 , `4 r 固定 , 9 变动 时 , 级 数 (1.1) 正规 收敛 , 因此 可 将 它 逐 项 积 


分 , 得 到 
1 27 f f 1 27 | 
5 J e in re )db = > 5 J ayrpeš(p—-n)0 qg. 
0 0 


p20 


81， 柯 西 不 等 式 , 刘 维 尔 定理 -61 -> 
在 上 式 右 边 , 除了 相应 于 p = n 的 积分 外 , 所 有 其 他 积分 为 零 , 于 是 得 基本 公式 
2T 
anr” = z) ee f(re® )do, (1.2) 


上 式 也 可 从 第 二 章 82 中 关系 式 (6.1) 推出 

由 上 列表 示 式 可 求 出 系数 an 的 模 的 上 界 : 设 当 9 变动 时 , M (r) 是 |f(re”3)| 的 上 
确 界 , 亦 即 |f| 在 半径 为 > 的 圆周 上 的 值 的 上 确 界 . (1.2) 右边 的 绝对 值 不 超过 M (r), 
于 是 由 关系 式 (1.2) 可 推出 基本 不 等 式 


M(r) 


pr 


， n 为 整数 > 0. (1.3) 


[an| < 

这 些 不 等 式 称 为 柯 西 不 等 式 . 

2. 刘 维 尔 定 理 . 

定理 在 平面 上 全 纯 并 且 有 界 的 函数 f(z) 是 常数 . 

证 明 对 于 任何 整数 n > 1, 应 用 不 等 式 (1.3). 由 假设 , 数量 M(r) 不 超过 与 
无 关 的 数 M. 因此 无 论 r 怎样 大 , 我 们 有 

M 

因为 当 r 趋 近 于 无 穷 大 时 ， 上 列 不 等 式 右边 趋 近 于 0 (n > 1) 所 以 可 看 出 , 对 于 
n > 1, an = 0, 这 样 , f(z) = ao Ayy AY. 


应 用 : 达 朗 贝尔 定理 ” 现 证 明 : 不 恒 等 于 常数 的 任何 复 系数 多 项 式 至 少 有 一 
复 根 

设 P(z) 是 一 个 这 样 的 多 项 式 . 用 反 证 法 , 假定 对 任何 复数 z, P(z) Z 0. 那么 昌 
数 P 在 整个 平面 全 纯 . CAR, 事实 上 , 当 |z| 趋向 无 穷 大 时 ， 


P(z) = anz” + an—12” 1 +- + ao 


= 2" (an+ Z= a... T, an Æ 0, 
Z 之 


趋向 于 无 穷 大 . 因此 存在 着 一 个 紧 圆 盘 , 在 它 以 外 十 有 界 . 另 一 方面 Fe 既 


然 是 连续 函数 , 从 而 在 这 紧 圆 盘 上 也 有 界 ， 这样 PO 在 整个 平面 上 有 界 ， 于 是 由 
刘 维尔 定理 , 它 是 常数 . 因而 P(z) 是 常数 , 与 假设 相 予 盾 
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82. 平均 性 质 与 最 大 模 原 理 


1. 平均 性 质 
应 用 4$1 中 关系 式 (1.2) F n = 0 这 一 特殊 情形 . 我 们 得 到 


27 
=> J f(zet9)d0, (1.1) 


或 2n 

f0) = > J f(ret9)d0. (1.2) 
这 关系 式 表明 : f 在 点 0 的 值 等 于 f 在 心 为 0, 半径 为 的 圆 上 的 平均 值 . 更 一 般 地 ， 
由 此 可 得 : 设 f 在 开 集 D 内 全 纯 , 如 果 5 是 含 在 D 内 的 闭 圆 盘 , 那么 f ERA% 5 
的 中 心 的 值 , 等 于 /在 s 的 圆周 边界 上 的 平均 值 (这 平均 值 是 关于 圆 弧 取 的 )， 

设 f 是 在 开 集 D 内 确定 的 实 值 或 复 值 连续 函数 . 如 果 对 于 含 在 D 内 的 任何 紧 
RÈ S, f E S 的 心 处 的 值 等 于 f 在 S 的 圆周 边界 上 的 平均 值 , 我 们 说 f 具有 平均 
ER. 以 后 要 看 到 , 具有 平均 性 质 的 函数 就 是 调和 函数 ， 从 现在 开始 , 我 们 可 以 说 任 
何 全 纯 函 数 具 有 平均 性 质 . 显然 , 如 果 复 值 函数 具有 平均 性 质 , 其 实 部 及 虚 部 也 具有 
平均 性 质 . 因此 全 纯 函 数 的 实 部 及 虚 部 具有 平均 性 质 . 

2. 最 大 模 原 理 


这 原理 可 应 用 于 具有 平均 性 质 的 任何 ( 实 值 或 复 值 ) 函数 (我 们 以 后 要 看 到 , 这 
号 是 说 , 可 应 用 于 调和 函数 ) 


定理 1 (最 大 模 原理 ) 设 f 是 平面 C 上 开 集 万 内 的 ( 复 值 ) 连续 函数 . 如 果 f 
具有 平均 性 质 , 并 且 如 果 |f| 在 一 点 a € D 有 相对 极 大 值 ( 亦 即 如 果 对 于 与 a 充分 
接近 的 任何 z,|f(z)| < |f(a)|), 那么 f £ a 的 一 个 邻 域 内 为 常数 . 


证 明 如 果 f(a) = 0, 定理 是 明显 的 . 因此 设 f(a) Z 0, 必要 时 用 一 适当 的 复 常 
数 乘 f, 问题 可 化 为 f(a) 是 实数 > 0 情形 . 以 下 我 们 假设 这 一 情形 成 立 . 
设 对 于 充分 小 的 7 > o, 


M(r) = sup |f (a + re” )| 
由 假设 , 对 于 充分 小 的 + > 0, RITA M(r) < f(a). 而 且 由 平均 性 质 , 我 们 有 
fla) = — f f(a + redo, (2.1) 
由 此 得 f(a) < M(r), 从 而 f(a) = M(r). 于 是 对 于 充分 小 的 |z — a| = r, 函数 
g(z) = Re(f(a) — f(z)) 
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是 >0 的 . 而 且 g(z) = 0 必须 而 且 只 需 f(z) = f(a). 由 (2.1), g(z) Æ B 
z — a| = r 


上 的 平均 值 是 零 . 由 于 g 连续 日 > 0, 这 就 要 求 g 在 这 圆 上 恒 等 于 零 . 因此 当 |z-a| = 
r 充分 小 时 , 我 们 有 f(z) = f(a). 证 完 . 

R 设 D z-i C 上 的 连通 有 界 开 集 . 设 上 是 在 闭 包 D 上 确定 且 连 续 的 ( 复 
值 ) AA, 并 且 在 D 内 具有 平均 性 质 . 设 当 z 描 出 D 的 边界 时 , M 是 |f(z)| 的 上 确 
界 . 那么 

(i) |f(z)| < M, 对 于 z € D; 

(ü) 如 果 在 一 点 a € D, |f(a)| = M, 那么 f 是 常数 . 

证 明 设 M' 是 |f(z)| 对 于 > e D 的 上 确 界 (由 于 |f(z)| 连续 ), 这 一 上 确 界 
EKR D 中 至 少 一 点 a 达到 . 如 果 a c D, 由 定理 1, f E a 的 邻 域内 是 常数 . 定 
理 1 H, D 中 f RE f(a) 的 点 所 成 的 集 是 开 集 , 又 因 它 显然 是 非 空 逆 集 (由 于 
D 是 连通 的 ), 这 集 就 是 整个 集 D. BA f 在 D 上 连续 , 对 于 > e D, 我们 也 有 
f(z) = f(a). 这 样 就 证 明了 M' = M, 从 而 证 明了 结论 (i) 及 (i). 还 要 考察 在 任何 点 
a € D,|f(a)| Z M' Æ. 但 这 时 M = M' (这 证 明了 (i)), MERSE D 内 任何 点 
a, RA |f(a)| = M, (Gü) 显然 成 立 . 

注意 最 大 模 原 理 特别 可 应 用 到 下 列 情形 : 如 果 函 数 f 在 闭 圆 盘 上 连续 , 并 日 
在 圆 盘 内 部 全 纯 , 那么 在 圆 盘 内 部 , |f| 不 超过 |j 在 圆 盘 边 界 上 的 上 确 界 . 特别 , 在 
柯 西 不 等 式 (1.3) 中 , M(r) 不 但 是 |f(z)| 对 于 |z| = r 的 上 确 界 , 也 是 它 对 于 |z| < r 
的 上 确 界 . 
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定理 (WRR) 设 f(z) 是 在 圆 盘 |z| < 1 内 全 纯 的 函数 . 设 

| f 0)=0; |f(z)| <1, *F+ |z| < 1. 

那么 : 1° 对 于 |z| < 1, 我 们 有 |f(z)| < |zl; 

2° 如 果 对 于 一 点 zo Z 0, 我 们 有 等 式 |f(zo)| = |zo|, 那么 就 有 恒等式 

f(z)= Mz, |À|=1. 

证 明 在 泰勒 展 式 f(z) = x anz” 中 , 由 于 f(0) = 0, 系数 ao 为 零 . 于 是 对 于 
z| < 1, f (z) / z 全 纯 . 既然 出 假设 ， Ha < 1, RITE: 对 于 |z| = r, 
taj 1 


Z > 
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由 最 大 模 原 理 , 这 不 等 式 对 |z| < r 也 成 立 . 如 果 在 圆 盘 |z| < 1 内 取 定 z, 那么 无 论 
rÆ > |z| 及 < 1 的 任何 数 , 我 们 有 |f(z)| < El. 因此 取 极限 即 得 |f(z)| < lel, 定理 
中 结论 1° 得 证 . 如 果 对 于 一 点 zo Z 0, 我 们 有 |f(zo)| = |zo|, 那么 全 纯 函数 f(z)/z 
在 圆 盘 |z| < 1 的 一 内 点 达到 它 的 最 大 模 . 因此 由 最 大 模 原理 , 这 函数 是 常数 , 从 而 
有 恒等式 f(z)/z = 入 ,| 和 | = 1. 证 完 . 


84. 洛 朗 展 式 
1. 洛 朗 级 数 
在 这 里 考虑 形式 窜 级 数 D nX”, 其 中 (形式 ) 和 是 对 所 有 整数 n 即 正 仙 整 数 或 
0 作出 的 . 这 样 的 级 数 与 两 个 (通常 意义 下 的 ) 形式 级 数 y a X" K > an X” JH 
r > 0 n< 
对 应 . 设 pi 及 1/2 是 这 两 级 数 的 收敛 半径 . 


fi(z) = 》 anz”, 对 于 |z| < m, (1.1) 
n20 

falz) = Y z”, 对 于 |z| < p2. (1.2) 
n<0 


现 证 f(z) 是 z 的 全 纯 函 数 . 令 z = 1/w, 函数 


g(u) = > a-nu” 


n>0 


对 于 |u| < 1/p2 全 纯 , 并 且 它 的 导数 由 下 式 给 出 : 
g' (u) = > Nanu”. 


n>0 


由 求 复合 函数 的 导数 的 定理 , J, (z) 有 导数 , 并 且 它 的 导数 等 于 
RO) = -59'0/2) = yn, zn", 


n<0 


这 样 , 对 于 |z| > p2, 级 数 (1.2) 可 逐 项 求 导 . 此 后 假定 ps < pi. 于 是 级 数 


>Y on” (1.3) 
—oco<n<+oco 
的 和 f(z) 在 圆 环 p < |z] < pi 内 全 纯 , 并 且 它 的 导数 fr(z) 是 逐 项 求 导 所 得 级 数 


》 na, zn l 的 和 |. 
级 数 Y anz” 称 为 环 pa < |z| < pi 内 的 洛 朗 级 数 . 
以 上 我 们 没有 除 挥 p =0 É. pı = +% 情况 . 无 论 ri 及 r 是 满足 


p2 < T2 < Ti < 01 


的 什么 数 , 在 圆 环 ro < |z| < + E, 级 数 (1.3) 的 收敛 性 是 正规 的 . 


84. WIARA . 65 ` 


2. 环 内 全 纯 函 数 的 洛 朗 级 数 展 式 
定义 RAR f(z) 在 环 


p2 < |z| < pı 

内 确定 . 如 果 存 在 着 一 个 洛 朗 级 数 Y anz 在 这 环 内 收敛 , 且 在 环 内 任 一 点 , 其 和 等 
于 f(z), 那么 我 们 说 f(z) 在 这 环 内 可 展开 成 洛 朗 级 数 . 

由 第 1 Ez, f(z) 在 环 内 全 纯 , 并 且 在 任何 闭环 ro < |z| < r, E, 收敛 是 正规 的 ， 
在 这 里 

p2 < T2 < ri < 01. 

而 且 我 们 还 要 证 明 , 如 果 洛 朗 级 数 存在 , 它 就 是 唯一 的 . 

事实 上 , S z = re (p < r < pi), 逐 项 求 正 规 收敛 的 展开 式 


fíre) — >` anr” et”? 


— O < T< + co 


关于 9 的 积分 , 我 们 得 到 恰好 与 81 (第 1 段 ) 中 一 样 的 积分 公式 
anT” = = f e tn f(re®)dd, n 为 整数 >0 或 < 0. (2.1) 
n Jo 


我 们 看 到 , 已 给 函数 f, 如 果 它 的 洛 朗 展 式 存 在 , 这 种 展 式 的 系数 a,, 可 由 关系 
式 (2.1) 唯一 确定 . 


定理 在 环 ps < |z| < pi 内 全 纯 的 任何 函数 f(z) 可 在 这 环 内 展开 成 洛 朗 级 数 ， 
证 明 给 出 两 数 r 及 r 满足 


p2 < T2 <T1 < 01. 


现 证 明 存 在 春 在 圆 环 r> < |z| <r 正规 收敛 的 一 个 洛 朗 级 数 ， 其 和 在 这 圆 环 等 于 
f(z). 根据 从 积分 公式 (2.1) 推出 的 洛 朗 展 式 的 唯一 性 , 这 样 得 到 的 洛 朗 级 数 与 >, 及 
T2 的 选取 无 天. 因此 这 一 洛 姑 级 数 在 整个 圆 环 p2 < 加 < pı 内 收敛 于 f(z), TEE 
PE RS UE. 

选取 数 ri 及 72 J, B ri K 7s 是 满足 ps < rb <r < rí <r <p 的 两 数 . 考 
IE KI f 


r> < |z| < ri, 


其 有 向 边界 是 圆 y, KA y, 的 差 , 这 里 y, 及 y, 都 是 心 在 原点 并 且 按 正 向 描 出 的 
加, 其 半径 分 别 是 及 r. 根据 柯 西 积分 公式 (第 二 章 82 定理 5), 我 们 有 : 对 于 
72 < 四 < ri, 

s= | fa 1 f fa 


2771 y, t-z 271 Y t—z 


(2.2) 
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考虑 (2.2) 中 第 一 个 积分 , 我 们 有 | = ri K |z| < r, <7i. 因 此 可 写 出 级 数 展 式 


n 


l 
i Dm 


r2>0 


当 +t 描 出 心 为 0, 半径 为 m 的 圆 时 , 上 列 级 数 正规 收敛 . 在 上 述 积分 中 把 — 用 这 


级 数 来 代 蔡 , 根据 正规 收敛 性 , 可 进行 逐 项 积分 , 由 此 得 
1 t)dt ü 
1 f TO m, 


271 六 t — z ‘50 
其 中 已 令 
1 (t)dt n> 0 
” 2i trtl ° a 


Yı 


现 考虑 (2.2) 中 第 二 个 积分 , 我 们 有 
t=72 K |z]|2 r> r, 


由 此 得 


1 _ 1 1 _ y` z" 
t-z zl-tlz gea 


(2.3) 


(2.4) 


在 第 二 个 积分 中 把 一 用 这 级 数 来 代替 , 既然 这 级 数 正规 收敛 , 可 以 进行 逐 项 积 


分 , 由 此 得 3 
1 
— W : 一 N anz ° 
2777 y t-z 人 
N 1 I fd 7 
An 一 一 一 ° ° 
271 y tn+1 


最 后 , 关系 式 (2.2) 表明 : 对 于 r < |z| < r, 我 们 有 


这 里 收敛 是 正规 的 . 定理 得 证 . 
3. 环 内 全 纯 函 数 的 分 解 


(2.5) 


(2.6) 


命题 3.1 已 给 在 环 pa < |z] < pi AAR BR f(z), 存在 着 在 圆 盘 |z| < p: 


内 全 纯 的 函数 file) 及 在 |z| > pa 内 全 纯 的 函数 fs (z), 使 得 
jz) = j (z) + falz). 
如 果 要 求 所 取 函 数 f, 当 |z| 趋向 于 oo 时 趋 近 于 0, 这 种 分 解 是 唯一 的 . 


(3.1) 
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事实 上 , 设 f(z)= > anz” 是 了 的 洛 朗 级 数 . 令 


一 Ce 所 多 < 十 co 
一 > anz”, falz)= ` anz”, (3.2) 
n20 n<0 


关系 式 (3.1) 显然 成 立 , 并 且 | 户 (z)| 当 |z| 趋向 于 oo 时 趋 近 于 0. 假定 我 们 有 另 一 
分 解 

f(z) = gi (z) + 92(2), 
要 证 明 fi = g1, f2 = 92- 1 h Je — Zh RA, 它 在 四 < pı 时 等 于 万 一 91， 在 A > P2 
时 等 于 g- fo. 函数 h 在 全 平面 全 纯 , 并 且 当 |z| 趋向 oo 时 趋 近 于 0. 由 最 大 模 原 
EH (82 第 2 Ez), 函数 h 恒 等 于 零 . 证 完 . 


4. 柯 西 不 等 式 , 对 孤立 奇 点 研究 的 应 用 


注 虑 积分 公式 (2.1). WR M(r) 表示 |f(z)| 对 于 |z| = r 的 上 确 界 , 那么 (2.1) 
的 右边 的 模 不 超过 M (7r), 由 此 得 柯 西 不 等 式 


an| < U n 为 整数 > O BÑ < O. (A.1) 


考虑 在 去 心 圆 盘 0 < |z| < p 内 全 纯 的 函数 f(z). 我 们 要 问 这 函数 是 否 可 开拓 为 
在 整个 圆 盘 内 (包括 圆心 ) 的 全 纯 函 数 . 如 果 这 种 开拓 存在 , 它 显然 是 唯一 的 (根据 
解析 开拓 原理 , 或 者 更 简单 地 根据 连续 性 ). 


命题 4.1 为 了 使 得 这 种 开拓 是 可 能 的 , 必须 而 且 只 需 函 数 f(z) 在 0 的 领域 内 
有 界 . 
这 条 件 显然 是 必要 的 . 现 证 明 它 是 充分 的 . 在 去 心 圆 盘 0 < |z| < o 内 , 函数 f 
可 展开 成 洛 明 级 数 》 o an2”. 由 假设 , 存在 一 个 数 M > 0, 对 于 充分 小 的 任何 
o <n <+ 
EX r, 当 |z| = r 时, |f(z)| 不 超过 M. 由 柯 西 不 等 式 (4.1), 我 们 有 : 无 论 正 数 r E 
样 小 ， 


M 
lan| < S pn’ 


由 此 可 推出 , 对 于 n < 0,an = 0. 因此 /的 洛 朗 展 式 化 为 泰勒 级 数 , 而 且 正 是 它 确定 
T f(z) 的 所 求 开 拓 . 


定义 设 f(z) 是 在 去 心 圆 盘 0 < |z| < p 内 的 全 纯 函 数 . 如 果 函 数 f 不 能 开拓 
成 在 整个 圆 盘 |z| < p 内 的 全 纯 函 数 , 我 们 说 原点 0 E 太 的 一 个 孤立 奇 点 . 

使 得 0 是 孤立 奇 点 的 一 个 必要 与 充分 条 件 是 : 对 于 n < 0, 洛 朗 展 式 的 系数 an 
不 全 是 零 . 我 们 看 到 有 两 种 可 能 情形 : 

第 一 种 情形 : 只 有 有 限 个 整数 n < 0, 使 得 a,, Z 0. 在 这 种 情形 下 , 存在 着 一 个 正 


整数 n, 使 得 z" (z) 是 在 原点 全 纯 的 函数 g(z). 因此 f(z) = SE 在 原点 的 邻 域内 
E k, 
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第 二 种 情形 : 有 无 穷 多 个 整数 n < 0, 使 得 an Z 0. 在 这 种 情形 下 , f(z) 不 能 开 
拓 成 在 原点 的 邻 域内 的 亚 纯 函数 . 

定义 在 第 一 种 情形 下 , 我 们 说 点 0 是 函数 f 的 一 个 极点 ; 在 第 二 种 情形 下 , 我 
们 说 0 是 函数 f 的 本 性 奇 点 . 

定理 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 ) 设 f(z) 是 在 去 心 圆 盘 0 < |z| < p 内 全 纯 的 函数 . 如 果 
0 是 f(z) 的 孤立 本 性 奇 点 , 那么 对 于 任何 £ > 0, 去 心 圆 盘 0 < |z| < 在 映射 f 下 
的 像 在 平面 C 上 稠密 . 

证 明 应 用 反 证 法 , 假定 去 心 圆 盘 0 < |z| < s 在 映射 f 的 像 的 外 部 , 存在 一 个 
心 为 a, 半径 为 + > 0 WEAR. 因此 对 于 0 < |z| < =, 应 有 


If (z) — a| 2 r. (4.2) 


于 是 函数 g(2) = - = 心 圆 盘 0 < |z| < z 内 全 纯 并 且 有 界 .由 命题 4.1, 
REUT REA z| < e 内 的 全 纯 函 数 , 记 作 g(z). 于 是 T5 ERK jz| < = 
内 亚 纯 , 而 f(z) = a+ a Fl 也 应 在 这 圆 盘 内 亚 纯 , 与 0 为 f(z) 的 本 性 奇 点 这 一 假设 
相 予 盾 . 


注意 把 z 换 成 z — zo, 就 可 把 zo 为 本 性 奇 点 情形 化 为 zo = 0 情形 . 
现 叙 述 比 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 准确 得 多 的 下 列 定理 , 但 不 作证 明 . 


皮卡 定理 ”如果 0 是 全 纯 函 数 f(z) 的 孤立 本 性 奇 点 , 那么 任何 圆 环 0< |z| < £ 
在 映照 f 人 C, 或 者 是 平面 C 去 掉 唯 一 一 点 . 


例 函数 ec = -D7 二 一 在 除去 一 点 的 平面 z Z 0 全 纯 . 由 于 对 任何 n > 0, 元 


的 系数 Z 0, 这 函数 信 原 点 作为 孤立 本 性 奇 点 它 不 取 值 0. 作为 练习 ， 请 证 明 在 任 
何 去 心 圆 盘 0 < |z| < 内 , 这 函数 取 任 何 值 z 0. 


85. 无 穷 远 点 的 引入 , 留 数 定理 


在 空间 Ra 中 , 把 一 点 的 坐标 记 作 x,y,w, 并 且 考 虑 单位 球面 S>: 
z2 + 2 +u = 1. 


在 S, 中 采用 由 空间 R3 的 拓扑 所 导出 的 拓扑 , 由 于 S; 是 Ra 中 的 闭 有 界 子 集 , pk 
面 S, 是 紧 空 间 . I P K P 是 S; 上 两 点 , 其 坐标 分 别 是 (0,0,1) 及 (0,0, 一 1). 考虑 
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极为 P 的 球 极 平 面 射影 . CHE S ERT P 的 任何 点 M 映射 为 平面 v = 0 上 与 P 
K M 共 线 的 点 , 其 复 坐 标 z 由 下 列 公 式 给 出 : 
2 一 zew, (1.1) 
这 里 z,y,v 是 点 M 的 坐标 . 
同样 , 考虑 极为 P 的 球 极 平面 射影 . 这 一 射影 把 Me yu) 映射 成 平面 w= 0 
上 一 点 , PRADERA, 其 复 坐 标 > 由 下 列 公 式 给 出 : 


/2 一 ?2 | 
Z= Tu (1.2) 
我 们 注意 , 对 于 异 于 P 及 P' 的 任何 点 M(z,v,u), 相应 的 复数 z 及 z' 之 间 有 下 列 
关系 式 : 


22 = 1. (1.3) 


映射 (x,y, u) — z 是 从 S, — P 到 C 上 的 同 胚 , 我 们 说 , 有 S, — P 在 复 平面 C 
上 的 一 个 图 形 . 同样 , 映射 (x,y, u) 一 z 是 S, — P 在 复 平面 C 上 的 一 个 图 形 . 具有 
这 两 种 图 形 的 球面 S, 称 为 黎 曼 球面 . 

z D Æ S 上 的 开 集 . KAA f 在 DD 内 确定 , 如 果 在 异 于 书 的 任何 点 M(E D) 
的 邻 域内 , f 可 表示 为 z 的 全 纯 函 数 , 而 且 如 果 在 异 于 P 的 任何 点 M(e D) 的 邻 
域内 , 它 可 表示 为 x 的 全 纯 函 数 , 那么 我 们 说 函数 f 在 D 内 全 纯 . 注意 : 由 于 关系 
式 (1.3), 在 异 于 己 及 书 的 点 的 邻 域内 , z 的 任何 全 纯 函 数 是 > 的 全 纯 函 数 , 反 过 
来 也 是 这 样 . 由 关系 式 (1.1), 总 把 复 平面 C 与 球面 S, 去 掉 点 P 看 作 等 同 . 我 们 看 
到 , 对 C 加 上 “无 穷 远 点 ”, 就 得 到 52. 为 了 研究 在 无 穷 远 点 P 的 邻 域 内 的 函数 , 我 
们 应 用 复 变量 > = 1/z, z 在 点 P 为 零 . 在 C 上 , 开 集 |z| > 形成 无 穷 远 点 的 基本 
邻 域 组 . 设 函 数 f(z) 在 这 样 的 一 个 开 域 内 确定 , 如 果 通 过 变量 代 换 z = 1/z', 对 于 
|Z| < 1/7, f(z) 表示 为 z 的 全 纯 图 数 , 那么 f(z) “在 无 穷 远 全 纯 ”. 

同样 , 设 有 函数 f(z), 如 果 在 z = 0 的 邻 域内 , f(z) 可 表示 成 为 z' 的 亚 纯 函 数 ， 
那么 f(z)“ 在 无穷 远 亚 纯 ”. 最 后 , 设 f(z) 在 |z] > + 全 纯 , 如 果 函 数 f(1/z') 以 原点 
z! 二 0 为 孤立 本 性 奇 点 , 那么 f(z) 以 无 穷 远 点 为 孤立 本 性 奇 点 . 如 果 


f(z) = >` anz” 


是 f(z) 对 于 |z] > r WHARA, 那么 无 穷 远 点 是 矿 的 极点 的 必要 与 充分 条 件 是 : 
对 于 所 有 整数 n > 0, 除去 其 中 有 限 个 外 , an = 0; 无 穷 远 点 是 f 的 本 性 奇 点 的 必要 
与 充分 条 件 是 : 存在 无 穷 多 个 整数 n > 0, 使 得 an Z 0. 

在 球面 S, E, 我 们 有 可 微 道路 , 闭 道路 , 以 及 紧 集 的 有 向 边界 等 概念 . 
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2. 留 数 定 理 
首先 考虑 在 心 为 原点 的 圆 环 o> < |z| < pi 内 全 纯 的 函数 f(z). 


命题 2.1 如 果 > 是 含 在 这 样 的 圆 环 内 的 一 条 闭 道路 , 我 们 有 


1 
271 


J f(z)dz = I(y,0)a—ı (2.1) 
Y 
其 中 IT(Y,0) 表示 道路 y 关于 原点 0 的 指标 , a1 是 SORRA 1/z 的 系数 . 
证 明 我 们 有 
f(z) 一 a_1/z + g(z), 


其 中 
g(z) = >` Anz” 


nz —1 
在 圆 环 内 全 纯 , HEHEA RAX 


y — t E 5455 1 Eb. 


nZ —1 n 
因此 有 关系 式 
J J(z)dz = a—ı J dz z + J g(z)dz. (2.2) 
可 是 由 于 9 ARAZ, 
J g(z)dz = 0. 
由 指标 的 定义 ， 


/ep = 2727(7;0). 


这 两 关系 式 与 (2.2) 相 结合 , 就 得 到 (2.1). 
当 函 数 了 以 原点 0 作为 孤立 奇 点 (极点 或 本 性 奇 点 ) 时 , 特别 可 应 用 公式 (2.1). 
在 这 种 情形 下 , y 表示 0 的 邻 域内 不 通过 0 的 一 条 闭 道路 . 在 /的 洛 明 展 式 中 , R 
数 a 称 为 函数 f 在 奇 点 0 的 留 数 . 特别 , 如 果 í 表示 心 为 0, 半径 很 小 并 且 按 正 
回 描 出 的 圆 , 我 们 有 
J 1O = 274a_1. (2.3) 


如 果 孤 立 奇 点 是 复 平 面 C 上 有 限 远 处 任 一 点 , 在 这 点 的 留 数 的 定义 可 同样 作出 . 
在 无 穷 远 点 的 留 数 的 定义 中 , 需要 一 种 特殊 约定 : Dz f(z) 是 对 于 |z| > r 全 纯 的 
KA. S z = 1/z', 我 们 有 


f(z2)dz = - (>) dz’. 
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作为 定义 ,7 在 无 穷 远 点 的 留 数 等 于 函数 -3 (5 ) 在 点 z = 0 的 留 数 . 因此 , 如 
R Yanz” 是 f(z) 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 的 洛 朗 展 式 , 那么 f(z) 在 无 穷 远 点 的 留 数 
是 —G_1. 

留 数 定理 设 DERRE S, 上 的 开 集 , 并 且 设 f 是 在 D 内 可 能 除去 若干 
孤立 点 外 全 纯 的 函数 , 而 这 些 孤立 点 是 /的 奇 点 . 设 本 是 含 在 D 内 的 紧 集 4 的 有 
向 边界 , 并 且 假 定 RA f 的 任 一 奇 点 或 无 穷 远 点 . 那么 含 在 4 内 的 奇 点 zk 的 个 
数 是 有 限 的 , 并 且 我 们 有 关系 式 : 


J f(z)dz = 274 > Res( f, 加 ; (2.4) 
ú k 


其 中 Res(f,zk) 表示 函数 f 在 点 zj 的 留 数 ; K ie FET S S. z. € 4 作出 的 , 其 中 
可 能 包括 无 穷 远 点 . 


证 明 按照 无 穷 远 点 是 否 属于 A, 分 成 两 种 情形 


图 4 
请 注意 : 阴影 部 分 表示 紧 集 4 的 余 集 . 


第 一 种 情形 ”无穷 远 点 不 属于 A, 因而 4 是 平面 C 上 的 (有 界 ) KE (参看 图 
4). 每 个 奇 点 zk 是 4 内 部 一 个 闭 圆 盘 ó, 的 心 , 并 且 可 选取 这 些 圆 盘 的 半径 充分 小 ， 
使 得 这 些 圆 盘 彼此 不 相交 . 设 yk 是 圆 盘 ó, 按 正 回 描 出 的 边界 . 

设 A 是 从 4 中 除去 上 述 各 圆 盘 的 内 部 而 得 的 紧 集 ，4' 的 有 加 边界 是 (4 的 有 
向 边界 ) T' 与 圆 yk 的 差 . 既然 f 在 A' 的 邻 域内 全 纯 , 我 们 有 (参看 第 二 章 82 第 8 


段 定 理 5) 
/ru 一 >J f (z )dz. (2.5) 


万 一 方面 , 由 (2.3), 
J f(z)dz = 2ri Res( f, zk). 


Yk 
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把 上 式 代 入 (2.5), 就 得 到 求证 的 关系 式 (2.4). 


第 二 种 情形 无穷 远 点 属于 A. 设 |z| > r 是 无 穷 远 点 的 邻 域 , 它 与 r 不 相交 ， 
并 且 f(z) 在 这 邻 域 (可 能 除去 无 穷 远 点 ) 中 全 纯 . 设 4” 是 4 中 除去 开 集 |z| > r 而 
得 的 紧 集 (参看 图 5). A” 的 有 向 边界 是 4 的 有 向 边界 T 及 按 正 向 描 出 的 圆 |z| = 7 
的 和 . 对 A” 应 用 第 一 种 情形 下 所 证 明 的 结果 , 我 们 得 到 


|z|=r 


图 5 
请 注意 : 阴影 部 分 表示 4 的 余 集 . 
J J (z)dz + J f(z)dz = 2ri Y Res(f, Zk), (2.6) 
了 |z|=r k 


上 式 右边 中 的 和 式 是 对 含 在 4 内 的 所 有 奇异 点 z (无 穷 远 点 除外 ) 作出 的 . 另 一 方 
面 , 由 在 无 穷 远 点 的 留 数 的 定义 , 我 们 有 


J Jf(z)dz = —2ri Res(f, oo). 
|z|=r 


代入 (2.6), 就 得 到 |: 


J J (z)dz = 274 (Rest, oo) + Y ` Res(f, a) . 
ú k 


在 无 穷 远 点 是 z, 中 一 点 情况 下 , 这 正 是 要 证 明 的 关系 式 (2.4). 
注意 特别 , 考虑 紧 集 是 整个 球面 S. 情形 . 这 时 边界 是 空 集 , 关系 式 (2.4) 化 为 


> ` Res(f, zk) = 0. (2.7) 
k 


例如 , 有 理 分 式 的 留 数 (包括 在 无 穷 远 点 的 留 数 ) 的 和 为 零 . 
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3. 留 数 的 实际 计算 


单 极点 情形 设 zo 是 f 的 单 极点 , 于 是 我 们 有 


f2) = — (m, 


Z — z0 


其 中 g(z) 在 zo 的 邻 域内 全 纯 , 并 且 g(z0) Z 0. Z 
g(z) = ` an(z — zo) 


n20 
是 g(z) 在 zo 的 邻 域内 的 泰勒 展 式 , 我 们 看 到 , 在 f(z) 的 洛 朗 展 式 中 , — 的 系数 
等 于 g(z0). 因此 我 们 有 


Res(f, 20) = lim (z — z0)f(2) (3.D) 
zZz0 
如 果 f 由 商 式 P/Q 的 形式 给 出 , 其 中 P 及 Q 在 zo 的 邻 域内 全 纯 , 并 且 z 是 
Q 的 单 零 点 , P(z0) Z 0, 那么 我 们 有 


P(zo) 
Res(f,zo) = Q (zo) (3.2) 
这 里 Q 表示 Q WFA 
例 SO = 5 函数 有 两 个 单 极点 = ti. 我 们 有 P/Q' = gye, AT / 


在 极点 i 的 留 数 等 于 -> 


多 重 极点 情形 设 f(z) = gO) 其 中 g(z) 在 点 z 全 纯 , 而 且 g(20) Z 


f(z) 的 留 数 等 于 g(z) 在 点 zo 的 泰勒 展 式 中 (z-z) 的 系数 . 因此 问题 化 为 计 
g(z) 的 有 限 展 式 . 为 此 , 有 时 取 新 变数 上 = z — zo 比较 方便 


例 设 f(z) = TAF 要 计算 f(z) 在 二 重 极点 z — i 的 留 数 . 这 时 我 们 有 
ez 
gp) = z(z +i)? 
邻 z=i+t, 并 且 求 tan 
MO = GFA 


的 泰勒 展 式 中 t 的 系数 . 只 需 写 出 下 列 各 因子 的 一 次 有 限 展 式 : 
eit eT1(1 十 许 十 …)， 
(+ 二 一 i(1 一 计 ) = —i(1+it+:::), 
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由 此 得 | 
h(t) = 二 (十 3 让 十 ，…)， 
从 而 所 求 留 数 是 -一 
应 用 : 对 数 导 数 的 留 数 i f(z) 是 在 zo 的 邻 域 内 亚 纯 的 函数 .我们 要 计算 对 
数 导数 了 '/f 在 点 zo 的 留 数 . 我 们 有 
f(z) = (z — zo) g(z), 


其 中 g 在 点 zo 全 纯 , g(zo) Z 0. 如 果 f 在 z2 全 纯 , 整数 上 > 0; WR zo Æ f 的 极点 ， 
k < 0. 在 上 式 两 边 取 对 数 导数 , 得 


f°/f = +g'/g. 


Z — Z0 


因此 F/F 以 2 为 单 极点 , 在 这 极点 的 留 数 等 于 整数 k. 即 零点 zo 或 极点 z 的 重 数 
(在 委 上 点 时 取 作 正 , 在 极点 时 取 作 负 ). 


4. 对 确定 亚 纯 函 数 的 极点 及 零点 个 数 的 应 用 


MA 4.1 设 f(z) 是 在 开 集 D 内 不 恒 等 于 常数 的 亚 纯 函数 , 又 设 P RAED 
内 的 紧 集 K 的 有 向 边界 . 假定 函数 f 在 厂 上 无 极点 且 不 取 值 a. 那么 我 们 有 


1 f(z2)dz _ „p 
元 上 fea T ED 
其 中 2 表示 方程 
f(z)—a=0 
在 K 内 的 根 的 重 数 之 和 , PP 表示 f 在 K 内 的 极点 的 重 数 之 和 . 


由 留 数 定理 , 并 且 算 出 函数 ALE 的 贸 数 , 就 可 立即 推出 上 列 命题 

特别 , 当 /是 全 纯 函 数 时 , (4.1 ) 左边 的 积分 等 于 f(z) — a EK 内 的 零点 的 个 
数 , 这 时 约定 每 个 零点 所 算 个 数 等 于 它 的 重 数 . 

我 们 注意 , (4.1) 左边 的 积分 的 值 , 等 于 当 > 描 出 闭 道路 P 时 , f(z) -a 的 辐 角 
的 变化 际 以 2r (参看 第 二 章 81 第 5 Ez). 

凶 题 4.2 j f X # zo 的 邻 域 内 不 恒 等 于 常数 的 全 纯 函 数 ,而 zo 是 方程 f(z) = 
a 的 上 重 根 . 那么 对 于 zo 的 任何 充分 小 的 邻 域 V, 以 及 对 于 与 a 充分 接近 的 任何 
b 闫 a, 方程 f(z) =b £ V 内 恰好 有 此 个 解 . 

FKE, 设 7 是 心 为 zo, 半径 充分 小 的 圆 , 使 得 在 以 y 为 边界 的 闭 圆 盘 内 , zo 是 
方程 f(z) = a 的 唯一 解 . 还 假定 y 的 半径 充分 小 , 使 得 除去 在 zo 外 , 在 圆 盘 中 其 他 
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任何 点 ，j(z) Z 0. 考虑 积分 


1 f(z) 
元 上 TE) r dz. (4.2) 
现 考虑 7 在 映射 f 下 的 像 的 余 集 . 我 们 知道 , "4 "在 这 余 集 的 任 一 连通 文集 内 变动 
时 , (4.2) 保持 为 常数 (参看 第 二 章 81 第 8 Ez). 因此 对 于 与 a 充分 接近 的 任何 b, 我 


们 有 1 f° (2)d 1 f'(z)d 
ziaz 之 )GZ 
mi sp Iko m 

从 而 如 果 每 个 根 按 其 重 数 计算 , 方程 f(z) = 在 y 内 部 恰好 有 个 根 .但 5za 且 
与 a 充分 接近 , 而 在 充分 接近 zo 的 任何 点 z Z zo, 导数 f'(z) Z 0, 因而 方程 f(z) = b 
的 根 都 是 单 根 . 命题 4.2 得 证 . 

5. 对 双 周 期 函数 的 应 用 

设 €1 及 € 是 在 实数 域 R. 上 线性 无 关 的 两 复数 ， 亦 即 C1 = 0, 并 且 商 e2/e1 不 
是 实数 . 形 如 miel + ne: 的 所 有 向 量 形成 域 C 的 加 法 群 的 一 个 离散 子 群 2, 在 这 


E n 及 n 是 任意 整数 . 如 果 对 于 平面 上 确定 的 水 数 f(z), 无 论 整 数 ni 及 no 是 什 
么 , 对 于 任何 z, 我 们 有 


J(z + niei + nez) = f(z), (5.1) 

那么 我 们 说 f(z) 以 群 Q 作为 周期 群 . 为 此 , 必须 而 且 只 需 有 
f(z+e1)= f(z), Jf(z+ e) = f(2). (5.2) 
É Zo 是 任 一 复数 . 考虑 以 Z0, Zo + €1, Zo + 62, Zo 十 el + 62 为 顶点 的 (HI) 平行 
四 边 形 . 它 是 由 形 如 zo + tiei + tea 的 点 组 成 的 , 在 这 里 0 <t < 1, 0 < t> < 1. X 
样 的 平行 四 边 形 称 为 有 第 一 顶点 zo 的 周期 平行 四 边 形 . Mix f(z) 是 在 整个 平面 亚 
纯 的 函数 , 它 以 群 9 作为 周期 群 . 选取 zo, 使 得 在 有 第 一 顶点 zo 的 周期 平行 四 边 形 


的 边界 y E, f(z) 没有 极点 . 我 们 可 考虑 积分 ,f(z)dz, 由 周期 性 , 其 值 为 零 . 事实 
E, 


f f(z)dz = J [f (zo + teu) — f (zo + eə + te1)]dt 
+ J [f (zo + e1 + te2) — f(zo + te2)]dt. 


把 这 结果 应 用 于 对 数 导 数 fr/f, 并 且 考 虑 命题 4.1, 我 们 得 到 |: 

命题 5.1 如 果 f(z) 是 在 整个 平面 亚 纯 的 函数 , 它 不 是 常数 , 并 且 以 群 N 作为 
周期 群 ， 如 果 在 平行 四 边 形 的 边界 上 没有 函数 f 的 零点 或 极点 , 那么 这 函数 含 在 一 
个 周期 平行 四 边 形 中 零点 的 个 数 , 等 于 含 在 同一 平行 四 边 形 中 极点 的 个 数 . 
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R 在 C 上 全 纯 并 且 以 8 作为 周期 群 的 函数 是 常数 . 
J) f(z) — a 的 零点 的 个 数 应 与 极点 的 个 数 相等 , 从 而 为 零 . 对 任何 a 都 是 这 
Fé, 这 是 不 可 能 的 . 
考虑 因数 zf'(z)/(f(z) — a). 这 函数 不 是 周期 的 , 因而 我 们 不 能 断定 它 在 一 个 导 
期 平行 四 边 形 边界 7 上 积分 为 零 . 现 证 明 积 
1 zf’ (z)dz 
2ri y f(z)—a 


的 值 属于 周期 群 0. 事实 上 , 它 等 于 
ez f'(z)dz = | f'(z)dz 


(5.3) 


2ni y, fz)—a 2mi f(z)— a 


其 中 y, 表示 平行 四 边 形 的 起 点 为 zo, 终点 为 zo + e 的 边 , y, 表示 它 的 起 点 为 zo, 
终点 为 zo+e2 的 边 . 而 积分 L |， Jd 及 工人 J) sapin n. 
277 i f(z)—a 27 To f(z)— a 
面 , 积分 (5.3) 等 于 函数 zf'(z)/(f(z) — a) 的 留 数 之 和 . 现 计 算 这 些 留 数 ， 上述 函 数 
的 极点 是 f'(z) 的 极点 及 f(z) — a 的 零点 . 如 果 b 是 一 极点 , 在 这 极点 的 留 数 等 于 
一 kBi, 其 中 表示 极点 的 重 数 . 同样 , 在 f(z)— a 的 零点 o, 的 留 数 等 于 ka,, EP k 
表示 零点 的 重 数 . 
总 之 , 我 们 得 到 : 


命题 5.2 设 f(z) 是 在 全 平面 的 亚 纯 函数 ,， 它 不 是 常数 , 并 且 以 群 Q 作为 周期 
群 . 对 于 任何 复数 a, 我 们 有 


> e= 6, mod (2, 


其 中 o, 表示 方程 f(z) = a 的 根 (每 个 根 的 个 数 按 它 的 重 数 计算 )， B; 表示 极点 (每 
个 极点 的 个 数 按 它 的 重 数 计算 ). 
特别 , 和 ja 按 模 Q 与 a 无关. 


2 
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现在 我 们 要 这 样 计 算 定 积分 : 不 求 出 积分 号 下 函数 的 原 函 数 , 而 把 积分 的 值 表 
未 为 适当 选取 的 全 纯 函 数 在 奇 点 处 的 留 数 之 和 . 处 理 这 种 问题 没有 一 般 的 方法 . 我 
们 将 限于 讨论 几 种 经 典 的 类 型 , 并 且 对 每 种 类 型 指出 怎样 把 问题 化 成 留 数 计算 . 


第 一 种 类 型 ”计算 形 如 


27 
r= Í R(sin t, cos t)dt 
0 
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的 积分 , 其 中 R(z,y) 表示 在 圆 +y = 1 上 没有 极点 的 有 理 函 数 . Z et — > 4t 
从 0 增加 到 2r 时 , z 描 出 单位 圆 . 因此 工 等 于 函数 


GEDE) 
在 单位 圆 盘 内 极点 处 的 留 数 之 和 乘 以 2. 
因此 我 们 有 


r-n ye [la (1 (,-1).1 N. 
其 中 和 式 是 对 单位 圆 盘 内 的 极点 作出 的 . 
例 r= f 一 其 中 a 表示 实数 > 1. 我 们 有 


2i 
I=? Res —əs> o> —..Q.l 
r>. @ 2 1 2iaz — l 


单位 圆 盘 内 的 唯一 极点 zo 是 zo = —ia + iva? — 1. 所 求 留 数 是 一 


0 + za a2—1 
由 此 得 了 = = 
aq“ — 1 
第 二 种 类 型 ”考虑 形 如 
了 一 R(z)dz 


的 积分 , 其 中 R 是 没有 实 极点 的 有 理沙 数 还 应 假设 积分 收敛 . 为 此 , 必须 而 且 只 需 
R(z) 在 无 穷 远 点 的 主要 部 分 形 如 = 这 里 整数 ”> 2. 一 个 等 价 的 条 件 是 
lim zR(z) = 0. (2.1) 


|z|—oo 


为 了 计算 积分 了 工 要 把 复 变 量 z 的 函数 R(z) 沿 着 半 平 面 y > 0 中 以 O 为 心 , 以 
r 为 半径 的 半圆 盘 的 边界 y 积分 (图 6). 对 于 充分 大 的 r, 函数 R(z) 在 边界 y 上 全 
纯 , 并 且 积分 J. R(z)dz ET RE y 内 部 的 极点 处 留 数 之 和 . 因此 我 们 有 


+r 
Jj R(z)dz + R(z)dz = 274 Y Res(R(2)), (2.2) 


ó (r) 
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其 中 5(r) 表示 按 正 向 描 出 的 以 O 为 心 , 以 > 为 半径 的 半圆 周 , 而 和 式 是 对 半 平 面 
y > 0 内 极点 处 的 留 数 作出 的 . | 

当 r 趋向 于 + 时 , (2.2) 左边 第 一 个 积分 趋 近 于 I. 我 们 将 要 证 明 (2.2) 左边 
第 二 个 积分 趋 近 于 0. 由 此 得 


十 OO 
J R(z)dz = 274 Y ` Res(R(z)), (2.3) 
其 中 和 式 是 对 上 半 平 面 y> 0 内 R 的 所 有 极点 作出 的 . 同样 , 我 们 还 可 看 出 
十 OO 
J R(z)dz = —2ri Y ` Res(R(z)), 


这 次 和 式 是 对 下 半 平 面 y < 0 内 R 的 所 有 极点 作出 的 . 
还 只 需 证 明 : 当 r 趋同 于 +o B$. Jor) R(z)dz 超 近 于 0. 这 可 由 下 列 引 理 立 即 
推出 . 


引 理 1 设 f(z) 是 在 扇形 
0, < 0 < 0> 


中 确定 的 函数 ,r 及 0 表示 z 的 模 和 辐 角 . 如 果 


lim zf(z)=0 (0, < argz < 0,), 


|z| 一 co 
那么 当 7 趋向 +oo 时 , 沿 局 形 中 以 7 为 半径 的 圆 缴 所 取 积 分 f f(z)dz 趋 近 于 0. 
FKE, 设 M(r) 是 |f(z)| 在 圆 |z| =r 的 弧 上 的 上 确 界 . 我 们 有 一 


x J toaz 


< M(r)r (0° 一 01), 


由 此 引 理 立即 得 证 . 
同样 可 证 明 下 列 引 理 : 


引 理 2 设 f(z) 是 在 扇形 
0, < 0 < 0> 


中 确定 的 函数 ,> 及 0 表示 z 的 模 及 辐 角 . 如 果 
lim zf (z) =0 (0 < arg z < 62), 
那么 当 r 趋 近 于 0 时 , ERAB P YA r AFAMA f f(z)dz 2538 0. 
例 试 计算 积分 
f dz 
I = . 
0 + zŠ 
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函数 一 5 有 6 个 极点 , 都 在 单位 贺 上 ， 上 半 平 面 中 的 3 个 极点 是 
eiT, eiz ebia, 
在 每 个 这 样 的 极点 处 的 留 数 等 于 = = — Z. 由 此 得 


第 三 种 类 型 ” 现 研 究 形 如 


= f f (z)e*“ dz 


的 积分 , 其 中 f(z) 在 闭 半 平 面 y > 0 上 每 一 点 为 全 纯 函 数 , 但 可 能 除去 有 限 个 点 外 
首先 考虑 奇 点 不 在 实 轴 上 的 情形 . 这 时 积分 


f Jf (z)e' dz 
有 意义 , 并 且 只 要 积 N 
j f (z)et2 dz 
W, 34 r 趋向 于 +o Bf, f" f(z)etzdz 的 值 趋 近 于 上 列 积分 . 
现 证 明 下 列 结果 : 


命题 3.1 如 果 对 于 yy 之 0， | lim f(z) = 0, 那么 


jed — 9 
„im m f g f(z T = 27 > Res( f 


(3.1) 
其 中 和 式 是 对 f(z) 在 上 半 平 面 y > 0 RARA E th. 
首先 注意 : 如 果 积 分 -~ > |f(z)|dz 收敛 , 所 讨论 的 积分 三 2 f(z)ei*dz 绝对 收 
M. 这 时 由 关系 式 (3.1) 得 
十 Ce 
j f(x)e dz = 274 Y ` Res(f(z)eš). (3.2) 


积分 `? jz)eizdz 也 可 能 收敛 ,但 不 绝对 收敛 ， 例如 我 们 知道 ， 如 果 对 于 
z > 0, Ka e ) 年 实 的 和 单调 的 , 并 且 当 x 趋同 于 + 时 , 它 趋 近 于 0, 352 
积分 万 ”jz)ei 收敛 (应 用 第 二 中 值 公式 ), 这 时 关系 式 (3.2) 仍然 成 立 
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在 开始 证 明 命题 3.1 以 前 , 我 们 注意 : 在 半 平 面 y > 0 中 , |e*| < 1. FERE 
述 第 二 种 类 型 中 已 用 过 的 . 在 半 平 面 y > 0 中 的 周 线 作 积分 . 用 与 (2.2) 中 相同 的 记 
=, 我 们 要 证 明 : 当 + 趋向 于 +oo 时 , 积分 fig f (z)e'#dz 趋 近 于 0. 由 此 显然 可 推出 
命题 3.1. 

如 果 已 知 Jm zf(z) = 0, 只 需 应 用 引 理 1. 于 是 在 这 种 情形 下 关系 式 (3.1) 得 


证 . 例如 , 考虑 积分 
to cosg 1 to et? 
J Suds = Re f =). 
其 值 等 于 SF ri Dra (A Z) PEETA 的 极点 作出 的 . 现 只 有 一 个 极点 
z =, 它 是 单 极点 , 在 这 点 的 留 数 是 — 一 一 , 由 此 得 


Pe COS z T 
5 dz = —. 
o 22 十 ] 26 


只 在 命题 3.1 中 所 叙述 的 假设 下 证 明 f. f(d ATF 0, 我 们 要 应 用 下 


aala 
引 理 3 设 f(z) 是 在 半 平 面 y > 0 中 局 形 上 确定 的 函数 . 如 果 | lim f(z) = 0, 


那么 当 r 趋向 于 +o 时 , 在 扇形 中 半径 为 r 65 B]3K_E tJ 482 | f(z)etzdz 趋 近 于 
£. 


事实 上 ， < z = re™, 3F H ix M(r) 是 当 0 变动 时 | f(ret®)| 的 上 确 界 ， 这 里 点 re9 
取 在 上 述 刷 形 中 . 我 们 有 


| J jz)eizdz 


现 要 证 明 S7 e-rsmerdb 的 绝对 值 不 超过 与 无 关 的 一 个 确定 的 数 , 这 样 就 可 完成 引 
理 3 的 证 明 . 事实 上 , 我 们 有 


< MO Í e rsin” ,q0. (3.3) 
0 


r” £ no 
J ersingrdb = 2 J er sin0,40 < z. (3.4) 
0 0 


(3.4) 的 证 明 : 对 于 0 < 0 < =, 我 们 有 


sin 0 
0 S 1, 


= T 十 cc 
2 2 
J e rsin, q0 < Í e~z" rdo <f e -xfrgrdb = 
0 0 0 
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于 是 命题 3.1 证 完 . 

现 考察 函数 f(z) 在 实 轴 上 可 能 有 奇 点 情形 . 我 们 限于 讨论 一 个 例子 , 即 f(z) 在 
原点 有 单 极 点 的 一 个 例子 . 这 时 应 改变 积分 道路 , 使 得 它 在 上 半 平 面 围绕 原点 , 有 一 
DERA, (小 的 ) 半径 为 = > 0 的 半圆 y(e) (图 7). 以 后 要 用 到 下 列 引 理 : 


引 理 4 如 果 z= 二 0 是 g(z) 的 单 极 点 , 我 们 有 


lim g(z)dz = ri Res(g, 0), (3.5) 


其 中 yle) 是 按 辐 角 增加 的 方向 通过 的 . 


O(,0 (O x 
图 7 
事实 上 , RITE g(z) = 2 + h(z), EP h INTER, 点 全 纯 的 函数 . 当 e 趋 近 于 0 


时 , 积分 f ye) h(z)dz 趋 近 于 0. 而 积分 S ye) Z “dz 等 于 ria. 由 此 得 关系 式 (3.4). 
这 引 理 将 应 用 于 函数 g(z) = f(z)e*?. 


例 计算 积分 
十 ce a; 十 ceo e 
r= Í sinz y _ ; / sinz y 

0 MP 2 — oa 化 

—E ¿m 十 Ce iT 
— Í Jim J az + | Tanl. 
2t < 一 0 wo T Te T 
由 图 7, 1 等 于 


l lim Í dz = = > Res (= 0) = L 
2i = 一 0 v(e) Z z 2 


重要 注释 ”如 果 要 计算 的 是 积分 S f(z)e dr, 而 不 是 [IS f(x)ei?dz, 那么 
必须 在 下 半 和 平面 内 积分 ， REE LE. L EEA FADE < 0, 函数 
s: 有 界 , 从 而 在 下 半 和 平面 可 应 用 引 理 3 (证 明 作 必要 的 改变 .) 更 -一般 地 , 计算 形 
如 [> f(a)e2zdz (其 中 a 是 复 常 数 ) 的 积分 , 要 在 满足 e| < 1 的 半 平 面 上 积分 
不 要 走 记 sin z,cosz 在 任何 半 平 面 上 无 界 . 为 了 计算 形 如 


十 co 十 co 
J J(z)sin”zrdz, J J (z) cos” zdz 
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的 积分 , 总 是 用 复 指 数 孙 数 表 示 三 角 函 数 , 从 而 可 应 用 上 述 方法 . 
第 四 种 类 型 ”考虑 形 如 


十 OO 
= J R(2) y; à 
Ü 


的 积分 , 其 中 a 表示 满足 0 < a < 1 的 实数 , R 是 在 半 实 轴 z > 0 上 无 极点 的 有 理 
函数 . 显然 , 这 样 的 积分 对 于 积分 限 0 收敛 . 要 使 它 对 积分 限 +oo 收敛 , 必须 而 且 只 
需 R(z) 的 主要 部 分 在 无 穷 远 有 -的 形状 , 其 中 n > 1. 换 句 话说 , 必须 而 且 只 需 
mn R(z) = 0. (4.1) 

要 计算 这 样 的 积分 , 我 们 考虑 复 变 量 z 的 函数 f(z) = EG) 这 函数 在 除去 半 实 
轴 z > 0 的 平面 有 定义 . 设 这 样 确定 的 开 集 是 D. 应 确定 ze Æ D 内 所 选取 的 分 支 : 
我 们 选取 z 的 辐 角 包含 在 0 及 27 之 间 的 分 支 . 

这 样 约定 后 , 沿 如 下 确定 的 闭 道路 olr, e) 积分 : 依次 在 实 轴 上 从 a>0 到 + > 0, 
按 正 向 过 心 为 O, 半径 为 7 的 圆 yr), 然后 在 实 轴 上 从 7 到 e, 最 后 按 逆向 过 心 为 O, 
半径 为 e 的 圆 y(e) (参看 图 8). WE + 选取 得 充分 大 , 而 e 选取 得 充分 小 , 积分 


y(r) 


图 8 


f R(z) 1, 
(r€) z% 


等 于 Ë) 在 D 内 极点 处 留 数 之 和 . 因为 当 z 的 辐 角 等 于 2r 时 , 我 人 有 ze = 


. Z 
e2mšo ¿| e 所 以 
J Ca = f “dz + Í RU) q 
ó(rz) “ y(r) 7 yle) “ 


+(1 — ea) f R) az. 


TO 


既然 z 的 辐 角 有 界 , 当 z 趋 近 于 0 RA |z| 趋 近 于 正 无 穷 大 时 , zf(z) 趋 近 于 0. 
此 当 7 趋 癌 于 +o 及 当 £ 趋 近 于 0 时 , 沿 y(r) 及 y(e) 的 积分 趋 近 于 0 ( 引 理 1 和 
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2). 取 极 限 , 于 是 我 们 得 到 


(1 一 em) 一 2ri 》 Res (=) (4.2) 

由 这 关系 式 可 算出 I. 
例 H r= [re =I = (0<a< 5 在 这 里 我 们 有 R(z) = 只 有 
一 个 极点 z = 1, RE) 在 这 极点 的 留 数 等 于 ERA z 的 辐 角 的 分 支 , 是 在 


mia?’ 


_1 这 点 等 于 的 “ 支 , 于 是 由 关系 式 (42) ni 


sin ta 


第 五 种 类 型 ”考虑 形 如 


十 co 
R(x) log zdz 
0 

的 积分 , 其 中 RR 是 在 半 实 轴 z > 0 上 无 极点 的 有 理 涌 数 , 并 且 满 足 ,lim z R(z)=0. 
最 后 这 一 条 件 可 保证 积分 收 化. 

考虑 研究 第 四 种 类 型 积分 时 引进 的 同样 的 开 集 D 以 及 同样 的 积分 道路 .在 这 
里 也 应 确定 选取 log z 的 分 支 , 选取 z 的 辐 角 包含 在 0 及 2z 之 间 . 根据 在 下 面 即 可 
看 出 的 理由 , 我 们 将 要 求 的 不 是 项 数 R(z)log z 的 积分 , MERR R(z)(log z)2 的 积 
分 . 在 这 里 当 + ÁF +o, = 趋 近 于 0 时 , 由 引 理 1, 沿 圆 y(r) 及 y(e) 的 积分 趋 近 
于 0. 当 z 的 辐 角 等 于 2r BF, 我 们 有 


log z = log z + 271, 


其 中 z 表示 z 的 模 . 于 是 得 到 关系 式 


十 oo 十 co 
R(z)(log z) dz 一 J R(z)(log z + 2ri) dz 
0 
= 271 > Res{ R(z)(log z)“1, 
由 此 得 < > 
— dz — 2ri R(x)d . 
Ji R(z)logz dz — 2 ij (z)dz (5.1) 
= F (log z)). 

在 原则 上 , 这 只 给 出 了 两 积分 ING r)dz 及 IN R(z)logz dz 之 间 的 关系 式 . 但 


设 有 理 函 数 R) 是 实 的 EEA z 取 实 值 ) 分 离 关 系 式 (5.1) 中 的 实 部 及 虚 
部 , 就 可 得 到 两 个 关系 式 : 


ë R(z)log z dz = -5Re(y Res{ R(z)(log 2)}*}), (5.2) 
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十 Ce 
J R(z)dz = -mY Res{R(z) (log z)2)). (5.3) 
这 里 求 和 是 对 有 理 函 数 R(z) 在 D 内 的 所 有 极点 作出 的 . 
例 计算 积分 
B tœ ]ogzx 
I = J (1 + 235 FESE dz. 


Esas 在 极点 z = -1 处 的 留 数 等 于 (ix + log(1 — 0))2 的 有 限 项 展 式 中 1 的 


系数 , 这 数 等 于 1 -in, 于 是 求 得 = -5 
注意 如 果 求 函 数 R(z)logz 的 积分 , 同样 我 们 应 得 到 公式 


十 CO 
J R(z)dz = — 》 Res{R(z)logz}. (5.4) 


在 某 些 情况 下 , AAKA RR 在 点 z = 1 有 单 极点 , 这 时 上 述 方法 也 可 应 用 . 在 
这 种 情况 下 , 由 于 log zx 的 主 支 以 点 1 作为 单 零点 , 积分 三 ” R(z)log z dz 仍 有 意义 . 
但 现在 要 修改 前 面 用 过 的 积分 道路 : 当 沿 着 正 实 轴 积 分 , 取 z 的 辐 角 等 于 2r 时 , 应 
沿 着 心 为 1, 半径 很 小 的 一 个 半圆 绕 过 点 z = 1 (图 9). 读者 可 证 明 : 当 函 数 R 是 实 
AHRR, 我 们 有 关系 式 


图 9 


十 Co 


J R(z)log z dz = z°Re(Res(R,1)) 一 =Re(》、 Res(f)), (5.5) 


其 中 函数 f 表示 函数 R(z)(log z)2, 和 式 是 对 z = 1 以 外 的 f 的 所 有 极点 作出 的 . 例 


如 , 可 以 证 明 
to logz rT? 


> a 


1. 设 f(z) 在 |z| < R(R > 1) 内 全 纯 . 用 两 种 不 同方 法 求 在 单位 圆 上 按 正 向 取 的 积分 : 


/ (2+ (z+ 3) HO az, 


2n 
2 J f(e") cos? 240 = 27(0) + f'(0), 


并 且 由 此 导出 下 列 等 式 : 


— J l f(e”) sin? T = 2f (0) — f (0). 


2. 设 f(z) 在 包含 圆 盘 |z| < R 的 一 个 开 集 内 全 纯 , 并 且 设 7 是 圆 |z| = R 在 映射 z 一 f(z) 
下 的 像 . 假定 f 是 单 叶 的 ， 亦 即 如 果 + Z z', 那么 f(z) Z f(z'). 证 明 y 的 长 L 等 于 
R fy” |F (Re*®)|do. 由 此 推出 
L > 2=R|f'(0)|. 


证 明 在 同样 的 条 件 下 , 闭 圆 盘 |z| < R 在 同一 映射 下 的 像 之 面积 A, 可 由 下 式 给 出 
= j | (z + iy) da dy; 


|z|< R 


并 且 由 此 导出 下 列 不 等 式 : 
A>7R|F(O. 


(用 极 坐 标 , 并 且 注 意 : 由 于 柯 西 - 施 瓦 次 关于 积分 的 不 等 式 , 我 们 有 : XFT 0 < r < R 
~ An? 


= Jf (re!) aol 
1 


2 2 1 27 | 
< 7 10 . 一 —. / iĝ\ 2 . 
< 而 人 Weipa f a= f ceoPag 


WOJ 


3. 证 明 : 如 果 f(z) 在 包含 闭 圆 盘 |z| < 1 的 一 个 开 集 内 全 纯 , 那么 我 们 有 
ES f ,J fO), 如 果 |a| < 1; 
2ni f@)-/G/a), 如 果 Ja] > 1, 


积分 是 按 正 向 取 的 . (应 用 第 二 章 习 题 1.b 以 及 柯 西 积分 公式 .) 


4. 设 f(z) 在 整个 平面 全 纯 , 并 且 假 定 存 在 整数 nn 以 及 两 个 正 实数 R, M, 使 得 对 于 |z| > R, 我 
们 有 


zl=1% G 


I/(z)| < M|z|” 
证 明 这 时 f(z) 是 至 多 n 次 的 多 项 式 . 
5. 设 f 是 在 连通 开 集 D 内 不 恒 等 于 常数 的 全 纯 函 数 , 并 且 设 D' 是 一 连通 开 集 , KAE D 是 
紧 的 , 并 包含 在 D W. 证 明 : 如 果 |f(z)| 在 D 的 边界 上 是 常数 , 那么 在 D 内 至 少 有 f(z) 
的 一 个 零点 . (考虑 -一 e j , 用 反 证 法 .) 
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6. £ D 是 有 界 连 通 开 集 , 并 且 考 虑 R? 平面 上 的 n 个 点 Pi, Poa, ,已 .证 明 : 在 闭 包 D 中 
变动 的 点 已 与 点 Pi, Po, Pa BJ EE PS HBJ3R4R, 在 D 的 边界 上 一 点 达到 它 的 最 大 值 . 
7. 设 f(z) 是 在 圆 盘 |z| < R 内 全 纯 的 函数 , 并 且 对 于 0 入 > < R, $£ M(r) = sup |F(2)]. 证 
HH: 
a) Æ 0 < r < R iF, M(r) 是 7 的 连续 (广义 ) 增 函 数 ; 
b) 如 果 f(z) 不 恒 等 于 常数 , M (7) 是 严格 递增 的 . 


8. 阿达 马 “ 三 圆 定理 ”: 设 f(z) 是 在 包含 闭 圆 环 
ri<|z|<rə (0< r< rj) 


的 一 个 开 集 内 全 纯 的 函数 , 并 且 对 于 r, < r < r>, M(r) = sup |f(z)|. 证 明 有 下 列 不 等 式 : 
对 于 rı < r < r>, 


log ro —log r log r—log r 
M(r) < M (rı) log r2 一 log7r1 . M(r>) log r2—log ri., (1) 


(对 函数 2” (F (2) 应 用 最 大 模 原 理 , 这 里 p 及 q 是 整数 , 并 且 q > 0. 然后 选取 实数 a, 使 得 
Ma) = rz M(r2); 选取 整数 对 序列 (pn 9n), 使 得 lim pn/gqn = a.) 证 明 不 等 式 (1) 
表明 : 对 于 ri < r <r log M(r) 是 logr 的 凸 函 数 . 

9. iZ f(z) Æ |z| < R 内 全 纯 , JE EXT 0 < r < R, S 


I, (r) = = J |f (re )|°d0. 
证 明 : 如 果 an 表示 f(z) 在 点 z = 0 的 第 ”个 泰勒 系数 , 我 们 有 
I(r) = > jan| r”. 


n20 
由 此 推出 : 如 果 0 < r < R, 
(i) (r) 是 7 的 连续 增 函 数 (在 广义 下 ); + 
(ü) RITE |f(0)|? < I(r) < (M(r)P(M (r) 的 意义 与 习题 7 中 一 样 ); 
(ii) 当 f 不 恒 等 于 零 时 , log I(r) 是 log r Whg. (证 明 : 如 果 令 


s = log T, J(s) = I, (e°) = >` lan| e"s, 
T> 0 
我 们 有 
n J” J — 7) 
(log J) = 一 元 一 


为 了 证 明 JJ” — (J'Y > 0, 对 绝对 收敛 级 数 


[> anbal? < (2 lan) X Bal’) 


Tr, 2 0 r> 0 n20 


应 用 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 .) 
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10. 


11. 


12. 


议 f 是 在 圆 盘 |z| < 1 全 纯 的 函数 , 而 且 在 这 圆 盘 内 , |f(z)| < 1. 如 果 在 圆 盘 内 有 不 同 两 
O e b, 使 得 fla) = a, Wz = b, 那么 在 这 圆 盘 内 , 我 们 有 f(z) = z. (考虑 函数 (2) = = 
h(z ate b-a b 一 

aR ,其 中 h(z) = s). 对 于 这 函数 , RITA 9(0) = 0, Í 5) = — 
EREMAN, lg(z)| < 


设 f 是 在 包含 圆 盘 |z| < R 的 开 集 内 全 纯 的 函数 . 对 于 0 < r < R, — 


A(r)= sup Re(/(re'°)). 
0<0<2m 
(i) 证 明 4(r) 是 7 的 连续 (广义 ) 增 函 数 (注意 PO = ef(?)|). 
(ii) 证 明 : 如 果 还 有 f(0) = 0, 那么 对 于 0 < 7 < R, 就 有 
2r 


(考虑 函数 g(z) = f(z)/(24(R) — f(z)).) 
Gii) 证 明 我 们 有 : 对 于 0<r< R, 


ZETO. 


I z 是 复 参 数 
(i) 证 明 函 数 


(人 


在 原点 z = 0 的 洛 朗 展 式 有 下 列 形状 : 对 于 0 < |z] < +oo, 
1 9 1 
(9)/) -De 


T 
t 
ün = F e7” cosnt dt. 
0 


其 中 对 于 n > 0, 


T 


证 明 : 函数 exp (2 (z - :) / 2) 同样 有 下 列 展 式 : 对 于 0 < |z] < +oo, 
(er) 
nn 之 1 


bn = =/ cos(nt — z sint)dt. 


T Jo 


其 中 对 于 > 0, 


(注意 : 如 果 z = 一 1/z, 对 于 0 < |z| < +oo, 有 


exp(z(z' — 1/z')/2) = exp(z(z — 1/z)/2).) 


. RR -> 


13. 


14. 


15. 
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(ii) DZ m 及 n 为 两 整数 > 0. 证 明 我 们 有 
1 (z2? +1)”dz 
J 


274 zm+n+1 
(+1)?(n + 2p)! . 
TD 如 果 m = n + 2p, H p 为 整数 > 0; 
0, 在 其 他 情形 下 . 


它们 的 只 级 数 展 式 . 


设 f(z) 是 在 原点 z = 0 的 邻 域内 亚 纯 的 函数 , 并 以 原点 为 单 极 点 . 设 z 为 任 一 复数 . 证 明 
z 的 函数 I 
f (z) 
Jf) — < 


的 洛 明 展 式 有 下 列 形状 
-> +u +u2z +: + Unyi 十 …， 


其 中 un 是 z 的 多 项 式 , 其 次 数 恰好 为 n. (证 明 中 可 应 用 函数 z f (z) 的 泰勒 展 式 .) 
设 f(z) 是 在 上 半 平 面 PT (由 Im(z) > 0 确定) 内 全 纯 的 函数 . 假定 对 于 任何 z € Pt, f(z+ 
1) = f(z). 证 明 存 在 着 在 去 心 圆 盘 0 < |t| < 1 内 全 纯 的 函数 g(t), 使 得 对 于 z e P+, 我 们 
有 
f(z) = g(e 7)， 
由 此 推出 f(z) 有 下 列 形 状 的 展 式 : 
f (z) 一 >` a e 
, 一 co<m< 十 co 
其 中 对 于 任意 的 yy > 0, | 
was J, f(z +iy)e "td, 
0 


证 明 在 PT 中 任何 紧 集 上 , 这 级 数 正规 收敛 . 证 明 如 果 存 在 常数 M > 0 及 整数 no, 使 得 对 
于 充分 大 的 y, 并 且 一 致 地 对 于 z, RITE 


f(z + iy)| < Me™”, 


那么 展 式 有 下 列 形状 : 
f(z) = >` ane? Ti, 


(i) RRR f(z) = 1/(e* — 1) 在 整个 平面 C 亚 纯 , 并 且 以 点 z = 2prilp € Z) 作为 单 极 
点 . 计算 在 点 z = 2pmi 的 洛 朗 展 式 . 如 果 an(n > 一 1) 表示 p = 0 时 展开 式 的 系数 , 证 明 
azg = 0, 9 二 1,2,… ; #HWERX F n 21,4 


Bn = (—1)%” 1 (2n)la2a—1 ; 
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证 明 我 们 有 下 列 递 推 关 系 式 : 对 于 n > 1, 


1 1 (1) B, 
(22+ 1)! 2(2n)! t 2 (2v)!(2n — 2v + 1)! =0. 


(比较 下 列 关系 式 中 两 边 的 系数 : 


区 十 Lena) z z” /ml!) = :| 


(ii) XF n 2 1, $ 
fon(z) = — 
设 ym 是 以 点 +(2m + 1)z += (2m + 1)7i 为 顶点 的 正方 形 的 边界 . 证 明 我 们 有 : 如 果 z 在 
Ym E, 
[fon (2)| < 2/((2m + 1)z)”". 
取 fo. (z) 按 正 向 沿 围 线 ym 的 积分 , 并 且 使 m 一 co, 由 此 推出 


on 2r)?” Bn 
D/P = ma | 


(请 注意 : 数 巨 。 称 为 伯 努 利 数 .) 
16. 设 f(z) 是 在 去 心 圆 盘 D: 0 < |z — c| < p 内 全 纯 的 函数 , c 是 f(z) 的 本 性 奇 点 . 
(i) 无 论 YE C 及 e > 0 是 什么 , 证 明 存 在 着 > cD 及 实数 e > 0, 使 得 我 们 有 
A(f(z),e) C ANAC E), 


其 中 A 表示 D 在 变换 z 一 f(z) 下 的 像 : 用 A(b,7) (或 A(b,r)) 表示 以 5 为 心 ,以 7 
为 半径 的 开 (RA) 圆 盘 . (注意 由 85 命题 4.2 可 推出 A 是 开 的 (这 也 可 由 第 六 章 81 第 
3 段 的 定理 推出 ), 然后 应 用 84 第 4 段 中 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 .) 

( XJ n > 0, 设 D, 是 去 心 圆 盘 0 < |z 一 c| < p/2", 并 且 An EEE f 下 的 像 . 已 给 
yo E C, so > 0, W n 递 推 证 明 : 存在 着 正 实数 序列 (En)nz1 X D 内 点 列 (zn)n>1, W 
足下 列 条 件 : 对 n > 1, 

Zn € Dn-1, E0 > E1 > E2 >, 


A(f(21), £1) CAN (Yo, £0), 
A(fl(znt1),ent1) C AN A(S (Zn), Eù), 
并 且 由 此 证 明 : 存在 着 D 内 点 列 (cn)n>o, 使 得 我 们 有 


lim cn = c, 


并 且 对 任何 n, f(cn) = y, |Y 一 Yo| < co. 还 证 明 无 论 半 径 r 怎样 小 , f(z) 在 去 心 圆 盘 
0 < |z — c| <r 内 不 是 单 叶 的 . 


17. 设 p: (z,7,u) 一 2 是 从 52 一 P 到 C 上 的 球 极 平面 射影 . 
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18. 
19. 


20. 


21. 


22. 
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(i) 把 x,y 及 u 表示 为 z 的 函数 . 
(ü) 证 明 : 如 果 C 是 8 上 不 过 P 的 圆 , 那么 p(C) 是 平面 C 上 的 圆 , 并 且 如 果 C 过 


(iii) DZ z1, z2 € C. 为 了 使 得 e 1l(zi), 21(za) 是 对 路 点 , 必须 而 且 只 需 我 们 有 z1:z2 = 一 1. 
(iv) 证 明 
P=y (2) 及 P= e` (22) 
(在 Rš 中 ) 的 距离 P, P; 由 下 列 公式 给 出 : 


2|z1 一 zal 
Va + lala + z212) 
当 z 趋向 于 无 穷 远 点 时 , 这 公式 变 成 怎样 ? 
证 明 在 黎 曼 球面 上 到 处 亚 纯 的 函数 必然 是 有 理 函 数 . (首先 证 明 这 样 的 函数 只 有 有 限 个 极点 .) 


BEM: 设 f(z) 及 g(z) 是 在 开 集 D 内 全 纯 的 函数 , 并 且 设 r = (Tier 是 包含 在 D 内 
WRR K 的 有 问 边 界 . 如 果 我 们 有 : 在 T E, 


lZ (z)| > |g(2), 


证 明 f(z)+g(z)£E K 内 的 零点 个 数 等 于 f(z) E K 内 的 零点 个 数 . (考虑 闭 道路 fo i, € I, 
并 且 应 用 85 命题 4.1 以 及 第 二 章 §1 命题 8.3.) 


例 WR f(z) 在 包含 闭 圆 盘 |z| < 1 的 开 集 内 全 纯 , 并 且 如 果 对 于 |z] = 1, |f(z)| < 1, 
那么 对 于 任何 整数 n > 1, 方程 f(z) = z 在 |z| < 内 恰好 有 n 个 解 . 


用 留 数 法 计算 下 列 积 分 : 

. 十 ec T 

(i) Jo (a + bz)" (a,b > 0), 
Gi) Aaa cos s cos 2bz iy (a, b 393238), 

2 _ 2 ， 
(Hi) fo °° = m = a 
. 元 cos nt dt 
Gv) Jo Toaacostra (D 
(AR z” /(z 一 a)(z 一 1/a) 在 单位 圆 上 的 积分 ). 

求 函数 f(z) = CETATE 沿 闭 道路 5(r, e) 的 积分 , 其 中 log 表示 满足 ~r < argz < 7 
的 分 文 , 6(7,e) 确定 如 下 : 我 们 依次 先 沿 负 实 轴 从 一 r 到 e, 再 按 道 向 沿 以 O 为 心 , e 为 半 
径 的 圆 r(e) 前 进 , 然后 沿 负 实 轴 从 一 e 到 一 r, 最 后 按 正 向 沿 以 O 为 心 , 为 半径 的 圆 前 进 
(O <£ <a < r). 由 此 推出 


P, P = 


dx (a> 0)， 


=. 


°° dz T 1 
J (x? + a2)((log z)2 + 7?) _ 2a((log a)? + zr2/4) 1 十 a2- 


设 a > 0, v 是 实数 . 取 函 数 e7 /(chz + cha) 沿 以 +R,+R + 2zi 为 顶点 的 矩形 边界 的 积 
分 , 证 明 


L cosvgr dr T sin va 
o chr+cha shzusha 


>J 题 . 91 ， 


23. (i) 2 n 是 一 整数 > 2, 考虑 以 正 实 轴 上 的 线段 [0, R], Re* (0 < t < 2z/m) 表示 的 弧 以 及 
re2"™/"(0 < r < R) 表示 的 线段 所 形成 的 围 线 . 取 函 数 1/(1 + z) 沿 这 围 线 的 积分 , 证 明 


ü dz njn 
o l+” sin(r/m) 
(ii) 设 n 是 一 > 2 的 整数 , a 是 满足 n > 1 + o > 0 的 一 实数 . 用 同样 的 方法 计算 积分 
Í r“ dx 
0 1 十 Znm 
24. i p K q 为 两 实数 > 0, n 是 一 之 1 的 整数 , 取 函 数 ze ” 沿 与 上 面 (习题 23 中 ) 相 类 


似 的 围 线 积 分 , 但 适当 选取 在 原点 的 角 , 由 此 证 明 下 列 关 系 式 : 

(n — 1)'Re(p + iq)” 
(pP? + q2)" 

(n — 1)!'lm(p + iq)” 
(+q) 


OO 
—1 — ， 
f z” e PZ cosqr dr = 
0 


Í z" le PZ sin qz dz = 
(回忆 Jf zn le ?dz = (n — 1)!.) 
25. (i) 证 明 : KA xctg rz 在 整个 复 平 面 亚 纯 , 它 在 点 z = n(n € Z) 有 单 极点 ; 并 且 无 论 n 是 
什么 , 它 在 极点 z = n 处 的 留 数 等 于 1. 
设 
f(z) = P(z)/Q (z) 
是 有 理 分 式 , MH deg Q > deg +1; 设 ai,a2,::: ,am 是 它 的 极点 , bi, b2,: ,bm 是 相应 
的 留 数 . 还 假定 对 于 1 < q < m, ay 不 是 整数 . 用 y 表示 以 + (> + 5) + (n+ 5) ; 为 顶 
点 的 正方 形 的 边界 , 这 里 n 是 正 整数 . 证 明 存 在 着 两 个 与 n 无 关 的 正 实数 Mi 及 K, 使 得 


a) Æ Yn 上 ,lrctgrz| < Mı; 
b) 对 于 充分 大 的 |z], |f(z)| < K/lz|?. 


由 此 推出 
lim J (m etamz de = 0 
以 及 
ip 2 7 一 2 bectana (U) 
(注意 : 由 b) 可 推出 2 T) 存在 , 因而 (0) 的 下 连用 D 
f(p) 来 代替 .) 


例 1/(a 十 br), 5 n(n 人 十 a4)(@,b 为 正 实数 ). 
n 之 1 r2 1 


(ü) 证 明 : 即 令 我 们 只 有 degQ > deg (i) 中 结论 仍然 成 立 . (首先 证 明 , 可 以 写 出 
f(z) = g(z) + c/z, 其 中 c 是 常数 , g(z) 是 满足 (i) 中 条 件 的 有 理 分 式 . 然后 证 明 
f, Ede = 0 (在 两 对 边 上 所 取 积分 消去 了 ). 注意 : 这 时 一 般 地 ”lim D 


十 ce ngpgn’ 
f (o) 不 存在 .) 
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例 计算 im > ”一 ,由 此 导出 O 的 值 , 其 中 zz 不 是 整数 
n— +° ngpgnT—Pp p21 


zr? — p? 


(Hi) Z a 是 满足 -r < a < z 的 实数 . 证 明 : 
(c) 存在 着 与 n 无 关 的 正 实数 Ma, 使 得 在 y, 上， 


LOZ 


e 
R < Mə, 
SIN 克之 
(d) 
iaz 
lim - dz = 0. 
T— + oo yn 之 S1mn 克之 


(注意 , 可 写 出 


3 


iaz ` 。 
e . sin xz . sin xz 
f Sta Í dz+2i Í dz 
yn Z Sin nz y y 


, ZSNTZ / 之 SIn TTZ 
TL TL 


— 1 1 . 1 
其 中 Y, (R a) RRERB z= n+ i+ inl < ntg (或 =z+i(n+ 当 )， 


z| < n+ ) ,然后 应 用 第 一 章 习题 14.) 最 后 由 此 推出 : 如 果 f(z) EME (i) 中 条 件 
的 有 理 分 式 , 我 们 有 


eteaq 
lim >` —1 p e P = 一 不 >` b —O. 

也 一 十 Co ) f(p) 4 SIN 7T Gq 
—n<p<m 1<q<m 


例 取 f(z) = 1/(z—z), 并且 证 明 , 如 果 一 x < o < z, RITE: XF o0, 1, £2, 


n COS an T COS CQX 1 
Dongen = 


rT? — n? 2xzsinrr 2g?’ 
n21 


5 1)" Sn on T sin ax 
L? — n? 2sinnr 
n21 


81. STERA 


为 了 避免 复杂 的 记号 , 下 面 限于 讨论 两 个 变量 的 情形 , BREDER 
到 任意 有 限 个 变量 的 情形 . 


1. 代数 KX Y] 
系数 在 域 K 内 的 X 及 的 形式 寡 级 数 是 形 如 


S(X,Y)= Y apqXPY3 
p.q20 
的 表示 式 , 其 中 系数 ar 属于 域 K. 
与 第 一 章 81 中 一 样 , 我 们 定义 两 个 形式 医 级 数 的 加 法 以 及 一 个 形式 戎 级 数 与 一 
个 纯 量 的 乘法 . 这 样 , 形式 寡 级 数 的 集 天 [[X, YJ] 就 有 在 域 K 上 的 一 个 向 量 空间 结 
构 . 再 定义 两 个 形式 寡 级 数 的 积 , 于 是 KIX, Y] 变 成 一 个 代数 . 
定义 不 恒 等 于 零 的 形式 窜 级 数 的 阶 如 下 : 它 是 满足 下 式 的 最 小 整数 n : 


Y apaX?Y® Z 0. 
p+q=" 
可 以 证 明 : 两 非 零 级 数 的 积 的 阶 等 于 这 两 级 数 的 阶 的 和 , 特别 , KIX, Y] 是 一 整 环 . 
我 们 不 讲 字 母 X,Y 的 形式 需 级 数 的 代入 理论 , 不 过 讲 这 种 理论 也 没有 任何 特 
殊 困难 . 代入 的 级 数 的 阶 必须 >1. 作为 习题 , 读者 可 证 明 与 第 一 章 81 中 命题 5.1 相 
类 似 的 一 个 命题 ， 
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2. 多重 宕 级 数 的 收敛 域 
此 后 假定 域 K RER R 或 是 C. 与 第 一 章 82 第 3 段 中 一 样 , 相应 于 每 个 形式 
级 数 


pyrq 
5 Gp q A Y 3, 
p,q20 


取 正 (RẸ) 项 级 数 
> ap,al(r1)° (72)" 


p,q 之 0 


与 之 对 应 . 其 中 ri 及 r; 表示 两 个 实 变量 > 0. 
it 卫 是 第 一 象限 r, > 0, ra > 0 中 满足 


2 lap,al(r1}? (r2)? < +oo 


的 点 (r1,72) 所 成 的 集 . 因此 对 于 满足 Jal < r, |z2| < r2 的 任何 ( 实 或 复 ) 数 对 z1 
K z2, 级 数 Y ape(zi)p(zz)9 绝 对 收 伊 . 集 p 不 是 空 的 , 因为 它 显 然 含 原点 (0,0). 
定义 rA 所 所 成 的 集 A 称 为 级 数 S(X,Y) 的 收敛 域 . 


于 是 收敛 域 是 开 集 ， 它 可 能 是 空 s 集 . 事实 上 , 容易 作出 r 只 含 原点 的 例子 . 
如 采 把 上 列 定 义 应 用 到 一 个 变量 z 的 情形 , 可 以 看 出 , 收敛 域 就 是 圆 盘 |z| < p, 
其 中 po 表示 知 级 数 的 收敛 半径 . 


命题 2.1 为 了 使 得 (r1,72) € A, 必须 而 且 只 需 存在 着 mi >r Z rb >r, 使 得 
(ri rh) e D. 


条 件 是 必要 的 , 因为 在 与 (r1,72) 充分 接近 的 任何 点 , 级 数 
>` lap. |(r1)P (r>) 


必然 收敛 . 条 件 是 充分 的 , 因为 这 时 下 包 含 满足 or < r! , pz < r), BARA (pi, p2), 
从 而 点 (ri, rz) 是 一 的 内 点 . 
特别 , 收敛 域 A 不 是 空 集 的 必要 与 充分 条 件 是 : 至 少 有 一 对 正 数 (ri, ra), 使 得 


Dap,al(r1)? (r2)’ < +oo. 


p,q 


命题 2.2 wR (r1, T2) 属于 收敛 域 ， 那么 对 于 [21 | < Tri, [zal < T2, 级 数 S(z1, 22) 
正规 收敛 . 如 果 (|z1|, |z2|) 不 属于 T 的 闭 包 , 级 数 5(z1,z2) 发 散 . 


与 单 变量 级 数 情形 一 样 , 证 明 这 一 命题 , 要 用 下 列 阿 贝尔 引 理 : 


51. 多 变量 窜 级 数 . 95 ， 


引 理 如 采 lap, |(r1)”(r2)9 < M (M 与 p 及 q 无 关 )， 并 且 如 果 rı < ri T2 < r> 
那么 对 于 |z| < ri,|z2| < r2, 级 数 


. 5 ap, (z1)P (22)! 


EHS. 
把 这 级 数 各 项 的 绝对 值 用 一 个 二 重 几 何 级 数 的 各 项 来 控制 ,就 容易 证 明 上 列 引 
理 . 我 们 让 读者 从 阿 贝 尔 引 理 推出 命题 2.2. 
不 太 严 密 地 说 , 我 们 也 称 使 得 (|z1|, |z2|) 属于 收敛 区 域 A 的 数 对 (21,22) 的 集合 
为 “收敛 域 ”. 同样 , 对 单 复 变量 z, 其 收敛 域 是 开 圆 盘 |z| < p, p 表示 收敛 半径 . 
3. KARRAR 
命题 3.1 (FRAIER) 设 开 集 DD 含 在 级 数 AX, Y) 的 收 敏 域 以 及 
Z B(X, Y) 的 收敛 域内 . 那么 万 含 在 下 列 级 数 中 每 一 个 的 收敛 域内 : 
S(X,Y)= A(X,Y)+ B(X,Y), 
P(X,Y) = A(X,Y): B(X, Y). 


此 外 , 如 果 (|z1|,|z2|) € D, 我 们 有 


S(zi,z2) = A(z1, 22) + B(21, z2), 
Pl(z1, 22 ) 一 A(zı, 22) ° B(zı, 22). 


证 明 与 单 变量 情形 相似 . 
现 以 显然 的 方式 给 出 寡 级 数 S(X,Y) = 并 avXpzY9 的 偏 导数 的 定义 : 


OS 

> = E pap X=Y", 
p,q 

OS 

— = Xpyq-1 

DY 2, ap 


命题 3.2 级 数 5 与 级 数 S 有 相同 的 收敛 域 , 当 (alla) 在 这 域内 时 , 函数 
S (enza) 是 函数 Sle, 22) (关于 实 或 复 变量 2) 的 偏 导 数 
证 明 仿 照 第 一 章 82 命题 7.1 的 证 明 . 
利用 逐次 导数 , 可 证 明 公 式 
1 Bp+q5(0,0) 


G, ， = 一 一 3.1 
P” piq! 02zDz: (3-1) 
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82. 解析 基数 


这 里 考虑 在 开 集 D 内 确定 的 多 实 变 或 多 复 变 函数 . 为 了 简单 起 见 , 现 对 两 个 变 
量 的 函数 情形 进行 讨论 


1. 可 展开 成 医 级 数 的 函数 


定义 W f(z,y) 是 在 点 (zo,yo) 的 邻 域内 确定 的 图 数 ，S(X,Y) 是 一 形式 才 级 
数 . 如 果 5(X,Y) 的 收敛 域 不 空 , 并 且 对 于 充分 小 的 |z 一 zol 及 |y 一 yol, A 


f(x,y) = S(z — zo, Y — Yo), 


那么 我 们 说 f(z,y) 在 点 (zo,yo) 可 展开 成 究 级 数 . 


WRR SFE, 那么 由 $1 公式 (3.1), 它 是 唯一 的 . 像 第 一 章 84 中 那样 讨 
论 , 可 证 明 下 列 性 质 : 如 果 f(x,y) 在 点 (z0, y0) 可 展开 成 项 级 数 , 函数 f 在 点 (zo, to) 
的 邻 域内 无 限 可 微 . 设 f 及 9 是 在 点 (zo,yo) 可 展开 成 才 级 数 的 两 个 因数 , 那么 它 
们 的 乘积 在 点 (zo, yo) 可 展开 成 寡 级 数 . 如 果 这 乘积 在 (x0, yo) 的 一 个 邻 域 内 恒 等 于 
零 , 那么 函数 f 及 9 中 至 少 有 一 个 在 (zo,yo) 的 邻 域内 恒 等 于 等 . 


2. RER, 解析 函数 的 运算 


定义 ” 设 实 值 或 复 值 函 数 f(x,y) ERE D 内 确定 . 如 果 对 于 任何 点 (zo,yo) € 
D, KA f(z,u) 在 点 (zo,yo) 可 展开 成 罕 级 数 , 那么 我 们 说 函数 f(x, y) 在 D 内 解析 . 

现 叙 述 下 列 性 质 , 但 不 作证 明 : FÆ D 内 的 解析 也 数 形成 一 个 环 ， 而 且 形 成 一 个 
代数 . 如 果 f(z,y) 在 D 内 解析 , 在 满足 f(xo,yo) #0 的 任何 点 (zo0, yo) € D, fz.) 
解析 | 

在 D 内 的 任何 解析 函数 无 限 可 微 , 而 且 它 们 的 导数 是 D 内 的 解析 函数 ， 两 
个 解析 函数 的 复合 函数 是 解析 的 .准确 地 说 ， 如 果 f(z,y,z) 在 D Af, HE 
如 果 gi(u, v), galu, v), galu, v) 在 开 集 D' 内 解析 , 并 在 D 内 取 值 , 那么 复合 范 数 
f(gi(u,u),gə2(u,u),ga(u,u)) Æ D' 内 解析 . 


命题 2.1 多 重 震 级 数 的 和 是 其 变量 在 收敛 域内 的 解析 函数 . 

证 明 与 第 一 章 84 命题 2.1 的 证 明 相仿 . 请 读者 令 述 与 该 节 命题 2.2 相仿 的 一 个 
命题 . 

3. 解析 开拓 原理 


定理 设 f(x,y) 是 在 连通 开 集 D 内 解析 的 函数 , 又 设 (zo,yo) € D. 下 列 各 条 
件 是 等 价 的 : 
a) f 及 其 各 阶 导 数 在 点 (x0, yo) X; 
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b) f Æ (zo,yo) 的 一 个 邻 域内 恒 等 于 零 ; 

c) 在 万 内 恒 等 于 零 . 

证 明 仿 照 第 一 章 44 第 3 段 中 定理 的 证 明 作 出 . 
系 1 在 连通 开 集 D 内 解析 函数 的 环 是 整 环 . 


系 2 (解析 开拓 原理 ) ”如 果 在 连通 开 集 D 内 解析 的 两 函数 f 及 9 在 万 内 一 
点 的 邻 域 内 相等 , 那么 它们 在 D AEF. 


83. 两 个 实 变量 的 调和 函数 
1. 调和 函数 的 定义 


定义 设 两 个 实 变量 z K u 的 函数 f(z,y) EFR D 内 确定 . 如 果 这 函数 在 D 
内 两 次 连续 可 微 并 且 满 足 条 件 


Pf Ə2f 
az? 1 Gy2 二， (1.1) 


那么 我 们 说 它 在 D 内 是 调和 的 ， 微 分 算 子 Satia 称 为 拉 普 拉 斯 算 子 , 通常 记 
作 A. 
可 以 同样 定义 任意 有 限 个 实 变量 的 调和 函数 , 但 下 面 讲 的 只 适用 于 两 个 变量 的 
情形 
引进 对 复 变量 z = z + iy RIISE z = z iy 的 微分 运算 2 及 2 (参看 第 
二 章 82 第 3 段 ). 我 们 有 
0? 8? 8? 


B72 十 y2 = EP (1.2) 
从 而 条 件 (1.1) 等 价 于 下 列 条 件 : 
Bf 
Fs = 0. (1.3) 


因此 关系 式 (1.3) 表明 /是 调和 函数 . 


注意 这 里 考虑 的 函数 f 可 取 复 值 或 实 值 . N TREA f = P+iQ (P K 
Q 取 实 值 ) 是 调和 的 , 由 (1.1), 必须 而 且 只 需 P K Q 是 调和 的 . 通常 用 记号 Re (7) 
及 Im(f) TIR P K Q. 


2. RARR E h k 
命题 2.1 任何 全 纯 函 数 是 调和 的 . 
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事实 上 , 如 果 f 是 全 纯 的 , 它 是 无 限 可 微 的 .而 且 我 们 有 = ÎI o, 取 导数 — 就 
得 到 关系 式 (1.3). 


例如 在 除去 原点 的 整个 平面 内 , log |z| 是 调和 函数 . 事实 上 , 在 每 点 z Z 0 的 邻 
域内 , log z 具有 分 支 , 并 且 log |z| 是 这 种 分 支 的 实 部 . 


命题 2.2 设 g(x,y) 是 在 开 集 D 内 调和 的 任 一 实 函 数 , 那么 在 D 中 每 点 的 邻 
域内 , g(z,y) 是 在 这 点 的 邻 域 内 一 个 全 纯 函 数 f 的 实 部 , 而 且 除 去 相差 一 个 常数 外 ， 
f 有 是 确定 的 . 

证 明 因为 g 是 调和 的 , 所 以 我 们 有 一 二 s >= = 0, 从 而 区 “在 D 内 全 纯 . 因此 微 
分 形式 2 8 qz 在 局 部 有 原 函 数 f 换 句 话说 , Æ D 所 每 点 的 入 域内 仔 在 着 函数 f 
(除去 相差 一 个 常数 外 是 确定 的 ), 使 得 


df = 29d, (2.1) 
由 这 一 关系 式 可 证 明 f 是 全 纯 的 . 在 关系 式 (2.1) PRHA A, 得 


df = 2 地 2 (2.2) 


这 是 由 于 9 是 实 的 , 函数 22 及 ; HHE 把 (2.1) 及 (2.2) 相 加 , 得 


因此 ç 等 于 f 的 实 部 , 可 能 差 一 实 常数 
还 只 需 证 明 : 如 果 在 同一 点 的 邻 域内 全 纯 的 两 函数 有 及 f, 有 相同 的 实 部 , 那 
么 它们 的 差 /= fi- fo 是 常数 . 事实 上 我 们 有 d(f + f) = 0, 亦 即 


of of 
s; T gz = 0. 


由 此 得 元 2 -0 2t = 0, 证 完 

= 已 给 在 开 集 D 内 的 一 个 实 调和 图 数 g, 不 一 定 总 存在 着 在 整个 D 内 全 纯 
的 一 个 函数 f, 其 实 部 等 于 g. 例如 , `4 p 是 除去 原点 的 平面 , log |z| 就 不 是 在 D 内 
全 纯 的 一 个 滑 数 的 实 部 . 这 是 由 于 z 的 对 数 在 D 内 没有 单 值 分 支 . 命题 2.2 只 说 明 : 
任何 实 调 和 函数 在 局 部 是 一 全 纯 函 数 的 实 部 . 

# 如 果 DD 是 单 连 通 开 集 , 任何 在 DD 内 的 实 调 和 函数 g 是 一 个 在 DD 内 的 全 纯 
函数 f 的 实 部 . 


§3， 两 个 实 变量 的 调和 函数 . 99 . 


事实 上 , 微分 形式 2 8 dz 在 D 内 有 原 函 数 (参看 第 二 章 81 第 7 BREM 3). 
3. 平均 性 质 


在 第 三 章 82 第 1 段 中 , 我 们 已 经 看 到 , 在 开 集 p 内 全 纯 的 任何 函数 f 有 平均 
性 质 : 对 于 含 在 D 内 的 任何 闭 圆 盘 , f 在 圆 盘 中 心 的 值 等 于 f 在 圆 盘 边 界 上 的 值 的 
命题 3.1 £ D 内 调和 的 任何 函数 有 平均 性 质 . 


只 需 对 实 值 调和 函数 作出 证 明 . 事实 上 , 复 值 调和 也 数 情形 可 通过 分 出 实 部 及 
虚 部 化 为 实 值 情形 . 

设 g 是 在 D 内 的 实 值 调和 函数 , 又 设 5 ESE D 内 的 闭 圆 盘 .由 命题 2.2 的 
R, 存在 看 在 S 的 邻 域内 全 纯 的 函数 f, 其 实 部 为 g. f 在 s 的 中 心 的 值 等 于 f 在 
加 盘 边 界 上 的 平均 值 . 取 实 部 , 可 见 ç 在 S 的 中 心 的 值 等 于 它 在 边界 上 的 平均 值 . 证 
ZÚ. 

以 后 (54 第 4 Ez) 我 们 将 要 看 到 相反 的 情形 : 有 平均 性 质 的 任何 连续 函数 是 调 
和 的 . 换 句 话说 , 平均 性 质 可 刻画 调和 函数 

在 第 三 章 82 第 2 Ez, 对 于 所 有 有 平均 性 质 的 ( 实 值 或 复 值 ) 连续 函数 , 我 们 证 
明了 最 大 模 原理 . 因此 最 大 模 原理 适用 于 调和 函数 . 


4. 调和 函数 的 解析 性 


命题 4.1 在 平面 上 开 集 D 内 调和 的 任何 函数 gly) 是 在 DD 内 的 实 变量 x 及 
y 的 解析 函数 . 特别 , 任何 调和 函数 无 限 可 微 

证 明 可 假定 9 取 实 值 . 由 于 问题 的 局 部 性 (因为 要 证 明 ç 在 D 内 每 一 点 的 邻 
域内 解析 ), 我 们 将 假定 g(z,y) 在 开 圆 盘 z2 + 2 < po2 内 调和 . 在 这 圆 盘 内 , g 是 一 个 
全 纯 函 数 f 的 实 部 , /六 可 展开 成 寡 级 数 


一 > anz”. (4.1) 
n20 
在 这 级 数 中 , 用 x + iy 代替 z, 并 且 考 虑 级 数 
Y `a, (z + iy)". (4.2) 
n20 
£ (4.2) 中 , 把 (z + iy 用 展 式 
n! 
(z + iy)” = > ar (69) (4.3) 


KE, 于 是 (4.2) 就 成 为 两 个 变量 z 及 y WRAK. 
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满足 |z| 十 |y| < p 的 所 有 点 (x,y) 属于 二 重 级 数 (4.2) 的 收敛 区 域 . 事实 上 , 对 
于 一 个 这 样 的 点 (x,y), 存在 着 r1 > |z| 及 ra > |u|, 使 得 


Tı + r> = r < p, 


于 是 我 们 有 Dio 
> EA appall)” (r2) = = la | < +oo. 


p20,q20 p'q' r2>0 
特别 , 级 数 (4.2) 的 和 是 在 圆 盘 
z| <5, lyl<S (4.4) 
的 积 内 解析 的 函数 . 
设 f(z) = 》 anz” ERRAIN, 其 系数 a, 是 级 数 f(z) BRAHE. 我 们 
n20 
有 
2g(z,y) = f(x + t) + f (z — iy). (4.5) 
根据 以 上 同样 的 理由 , AR f(z — i) 在 开 集 (4.4) 内 解析 . 因此 g(x,y) 是 在 这 开 集 
内 解析 的 函数 . 这 样 , ERAR 9 在 一 开 圆 盘 的 中 心 之 邻 域内 为 调和 , 则 ç 在 该 处 是 解 
析 的 . 由 此 可 推出 命题 4.1. 
5. 求实 部 已 知 的 全 纯 函 数 
我 们 已 经 看 到 (命题 2.2), 任何 实 调 和 函数 9 在 局 部 是 一 全 纯 函 数 f 的 实 部 , 而 
f 可 用 积分 求 出 . 现在 将 要 看 到 , 当 g ( 它 是 解析 的 ) 是 由 突 级 数 展 式 给 出 时 , 可 不 用 
积分 求 得 f. 
又 假设 g(x,y) 在 开 圆 盘 z2 +y < p? AWM, 并 且 采 用 第 4 段 中 的 记号 . 


考虑 两 个 变量 X K Y 的 两 个 形式 震级 数 : 
J(X +iY)= Y a, (X + iY)", 
n20 
— iY) =Y a q I (X — iY)” 


r 20 
我 们 刚刚 看 到 , 它们 的 收敛 域 包 含 开 集 (4.4). 如 果 复 数 z 及 y 满足 (4.4), 用 它们 代 
# X K Y, 于 是 得 到 绝对 收敛 级 数 . 
设 z 是 满足 |z| < p 的 复数 . 由 (4.5), 我 们 有 


2g (Z,Ž) = f(e) + F(0). (5.1) 
在 这 关系 式 中 用 0 代替 z, 得 
2g(0, 0) = f(0) + f(0). 


§4， 泊 松 公 式 , 狄 利克 雷 问题 . 101 : 


最 后 由 求 差 得 
1] — 
2g (Z, £) = 9(0,0) = f(z) + 3 (FO) - f(0)). (5.2) 
因此 除了 可 能 相差 一 纯 虚 常数 外 , 所 求 函数 f(z) ST E 2 h 3k 
2g (£, =) — g(0,0). (5.3) 
在 两 个 实 变 量 了 及 YY 的 函数 g(x,y) 的 二 重 宕 级 数 展 式 中 , 代入 复 变量 , 就 得 到 上 列 


注意 在 上 面 , 我 们 假定 过 函数 g(x,y) 在 圆 盘 z2 +y? < p2 内 调和 . 但 是 对 于 在 
FR (4.4) 内 可 展开 为 才 级 数 的 任何 实 解析 函数 g(x,y), 关系 式 (5.2) 仍 有 意义 . 它 
确定 的 函数 f(z) 在 |z| < p 内 可 展开 成 备 级 数 , 因而 在 这 圆 盘 内 全 纯 . 可 是 还 不 确切 
知道 g 是 全 纯 函 数 (5.3) 的 实 部 . 作为 练习 , 可 以 证 明 : 要 使 得 ç 是 (5.3) 的 实 部 , 必 
须 而 且 只 需 9 是 调和 的 . 


例 考虑 因数 
(z ) = sin z cos T 
IDY cos? z + sh“ 
我 们 有 
2 sin š cos Z 
2 (£2) = deg is 
2 92; cos? ° — siní š 
从 而 


f(z) = tgz. 


可 以 证 明 , 9 恰好 是 tgz 的 实 部 , 因此 已 给 函数 g 是 调和 的 , CE tez 的 实 部 . 


84. GERAS, 狄 利 克 雷 问题 
1. 在 圆 盘 内 调和 函数 的 积分 表示 
É g(z,y) 是 在 圆 盘 z2 +y? < o2 内 的 实 调和 函数 , ç 是 全 纯 函 数 


f(z) = > anz” (1.1) 
n20 . 
的 实 部 , 并 且 可 假定 ao 是 实数 , 这 样 就 确定 了 函数 f. 
对 于 7 < p, 我 们 有 


1 . . 
g(r cos0, r sin0) = ao + 5 5 r(a e L a,e mo) (1.2) 
1 之 工 
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在 这 里 , 对 于 从 0 变 到 27 的 0, 收敛 性 是 正规 的 . 在 (1.2) 的 右边 , 有 一 个 传 里 叶 级 
数 展 式 , 其 系数 由 下 列 积分 公式 给 出 : 


27 
qo = 1 g(r cos 0, r sin 0)d0, (1.3) 
27T 0 
G, = ;| glr cos 6, rsin O) ag, xT nl. (1.4) 
T Jo (re®)r 


把 (1.1) 的 右边 的 系数 an 用 (1.3) 及 (1.4) 中 给 出 的 它们 的 值 来 代替 . 由 于 正规 收敛 
性 , 可 交换 求 和 及 求 积 分 的 次 序 , 于 是 , 对 于 |z| < r, 我 们 得 到 


f(z) = 1 f cos 0, r sin 0) [ 十 2 > G dð. (1.5) 


n21 


最 后 得 到 对 于 |z| < r 成 立 的 公式 : 


1 《十 z 


Wi . re’ 
f(z) = 27 J, g(r cos 0, r sin 0) 0 


一 = 80. (1.6) 
设 f(z) 是 在 圆 盘 |z| < > 内 的 全 纯 函 数 , 上 列 积分 公式 把 f(z) 用 它 的 实 部 在 加 
盘 边 界 上 的 值 来 表示 - 
在 (1.6) 中 , 取 两 边 的 实 部 , 得 


> r? — ef? 
g(x,y) = >= Í g(r cos 0, r sin 0) d0, (1.7) 


ü et? — z|? 
其 中 z= r+ ü. 
无 论 g 是 在 圆 盘 z?+y? < p? 内 的 任何 调和 函数 , 上 列 公式 在 开 圆 盘 4y <r? 
内 成 立 , 其 中 < p. 实际 上 , 公式 (1.7) 对 于 复 全 调和 本 数 9 也 成 立 分 开 实 部 和 上 
部 就 可 看 出 这 一 点 . 关系 式 (1.7) 称 为 泊 松 公式 , 积分 号 下 的 函数 u 称 为 泊 
松 核 


2. 泊 松 核 的 性 质 


固定 7 及 0, 于 是 泊 松 核 是 z = z + iy 的 函数 . 除去 在 所 z = re? 外 , XKR 
在 任何 点 有 定义 并 且 调 和 . 它 的 调和 性 可 由 它 是 全 纯 函 数 re 的 实 部 推出 . 在 
F| |z| = r 上 除去 点 z = re? 以 外 的 任何 点 泊 松 核 为 零 . 在 开 圆 盘 |z| < > 内 , EK 
TZ. 


ro? 
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现 固定 7 及 z, 这 里 |z| < r, 于 是 泊 松 核 是 0 的 周期 函数 , 并 且 取 严格 正 值 . HHE 
把 9 的 这 一 函数 看 作 单位 圆 上 正 的 质量 分 布 的 密度 , 那么 这 分 布 的 总 质量 等 于 +1. 
根据 关系 式 
1 27 r? — |z|? 40 =1 (2 1) 
27 Jo [re — z|? | 


得 出 
3. 圆 盘 的 狄 利克 雷 问题 


这 一 犹 利 克 雷 问题 可 叙述 如 下 : 周期 为 2r 的 连续 函数 /6) 是 在 心 为 0, 半径 
为 的 圆 上 的 连续 函数 . 我 们 要 求 复 变 量 z 的 函数 F(z), 使 其 在 财 圆 盘 |z| < r 上 
确定 且 连 续 , 在 开 圆 盘 |z| < r 内 调和 , 并 且 满 足 


F(re®) = f(0). 


换 句 话说 , 这 就 是 要 把 在 圆 上 给 出 的 连续 函数 , 开拓 成 为 在 财 圆 熏 上 连续 、 在 开 圆 盘 
内 调和 的 函数 . 

我 们 限于 考虑 已 给 函数 f ARARSA F 取 实 值 的 情形 , 复 值 函数 情形 可 由 分 离 
实 部 及 虚 部 化 为 实 值 函数 情形 . 

定理 PAKKIE RAA R, 并 且 只 有 一 个 解 . 


先 证 明 : 如 果 解 存在 , 它 是 唯一 的 .如 果 F, 及 F, 是 问题 的 两 个 解 , 那么 差 
F, — F> = G 在 闭 圆 盘 上 连续 , 在 开 圆 盘 内 调和 , 并 且 在 圆 盘 的 边界 上 为 零 . 因此 只 
需 证 明 : 

引 理 PRAX G 在 一 闭 圆 盘 上 确定 且 连 续 , 在 除去 边界 的 开 圆 盘 内 调和 , 并 
且 在 圆 盘 的 边界 上 为 零 , 那么 G 恒 等 于 零 . 


事实 上 , 闭 圆 盘 是 紧 的 . 在 闭 圆 盘 中 一 点 , G 达到 它 的 上 确 界 M. WR M > 0, 
这 点 应 在 圆 盘 内 部 . 由 最 大 模 原理 (参看 第 三 章 82), 在 整个 开 圆 盘 内 , 从 而 根据 连续 
性 , 也 在 闭 圆 盘 上 , G 应 为 常数 M. 这 与 G 在 边界 上 为 零 的 假设 相 政 盾 . 根据 同样 
的 理由 , G 在 闭 圆 盘 上 的 下 确 界 为 零 . 因此 G 恒 等 于 零 . 
下 段 中 将 证 明 狄 利克 雷 问题 有 解 . 


4. 圆 盘 的 狄 利克 雷 问题 的 解 
”对 于 |z|<7, 令 


r° — |z] | 
-f f (0) [re 一 zd (4.1) 
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要 证 明 这 样 确定 的 FF 是 调和 的 , 并 且 我 们 有 


jbo) = lm F(z). (4.2) 
T 2 
于 和 是 由 圆 盘 边 界 上 的 函数 f 开拓 而 得 的 函数 是 狄 利克 雷 问题 的 解 . 这 样 就 可 证 
明 第 3 段 中 的 定理 . 
由 关系 式 (4.1) 在 圆 盘 内 部 所 确定 的 函数 F 显然 是 


让/ taa 

的 实 部 . 根据 积分 号 下 微分 法 ,上 列 函 数 在 开 圆 盘 内 是 z 的 全 纯 函 数 . 因此 F 在 开 
圆 盘 内 正好 是 调和 函数 . 

只 要 证 明天 系 式 (4.2). 证 明 的 想法 是 这 样 的 : 泊 松 核 确定 正 质量 e。 的 一 种 
分 布 , 其 总 质量 为 1. 这 种 分 布 与 以 r 为 半径 的 圆 盘 内 的 点 z 有 关 . 我 们 要 证 明 : > 
z 趋 近 于 一 点 reh 时 , 这 种 质量 分 布 趋 近 于 把 质量 1 放 在 点 reto 所 形成 的 分 布 . WE 
确 地 说 , 如 果 在 以 r 为 半径 的 圆 上 给 出 含 点 reo WIR |0 — bo| < n, 当 点 z 趋 近 于 
reo 时 , 这 段 狐 所 带 有 的 分 布 es 的 总 质量 趋 近 于 1. 这 就 是 要 证 明 : 当 > 从 圆 盘 内 
部 趋 近 于 点 re 时 , 加 上 的 余 弧 所 带 有 的 分 布 es 的 总 质量 趋 近 于 0. 因此 要 证 明 : 


引 理 当 z 趋 近 于 reio 而 保持 模 < r 时 , 下 列 积分 趋 近 于 0: 


2 112 
r — lel gg. (4.3) 


27 [0—00|>7n [re — z|? 

证 明 S z= pete. WÈ |o — bol < > 我 们 有 : 对 于 满足 |0— 90| > n 的 任何 6， 
_ A > 1 
|œ — 0| > z` 


因此 在 积分 号 下 , 我 们 有 


Iret? -z| > r sin Z, 


从 而 积分 (4.3) 不 超过 -一 (r? — p). 这 式 当 p 趋 近 于 r 时 正好 趋 近 于 0 
现 已 证 明了 引 理 . 于 是 柯 证 明 关 系 式 (4.2). 由 2. 我 们 有 


Pe)- f= FO- (6) zd (4.4) 


190—00|&n z — z|? 
— |z|” 


1 
t= |, CO ION sa 


已 给 £ > 0. (4.4) 右边 的 第 一 个 积分 的 绝对 值 , 不 超过 |f(0) — f(0o)| 在 19 一 bo| < n 
时 的 上 确 界 . 这 是 由 于 正 分 布 es 的 总 质量 等 于 1. 因为 f 是 连续 的 , 所 以 可 选取 n, 
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使 得 第 一 个 积分 的 绝对 值 < 这 样 选 取 了 n 后 , 可 取 2 Mm 作为 (4.4) 右边 第 二 个 
积分 的 绝对 值 的 上 界 , 这 里 M 表示 |f(0)| 的 一 个 上 界 , m 表示 积分 (4.3) 的 值 . 由 上 
一 引 理 , 当 z 趋 近 于 re 时 , m 趋 近 于 0. 因此 只 要 z 充分 靠近 re, 第 二 个 积分 
的 绝对 值 就 要 < 于 是 我 们 有 
|F(z) — f(00)| < €; 

(4.2) 得 证 . 

这 样 就 完全 证 明了 第 3 段 中 的 定理 , 公式 (4.1) 表示 犹 利 克 雷 问题 的 解 . 

5. 用 平均 性 质 刻 画 调 和 项 数 

我 们 已 经 看 到 (83 第 3 段 ), 任何 调和 函数 有 平均 性 质 . 道 定理 也 是 正确 的 : 

定理 在 开 集 D 内 连续 且 有 平均 性 质 的 任何 函数 f, 是 在 D 内 调和 的 函数 . 

证 明 只 需 证 明 f 在 D 中 每 点 的 邻 域内 调和 . 为 此 特 证 明 : 如 果 K 是 含 在 D 
内 的 闭 圆 盘 , f E K 的 内 部 调和 . 考虑 f 在 圆 盘 边界 上 的 限制 , 由 第 3 段 中 的 定理 ， 
存在 函数 FEK EER, 在 天 的 内 部 调和 , 而 在 K 的 边界 上 等 于 f. 差 下 -f 在 
K 的 边界 上 为 零 , 并 且 由 于 有 平均 性 质 , 在 K 的 内 部 满足 最 大 模 原 理 . 由 这 一 原理 


(参看 第 3 段 中 的 引 理 ), F — f #E K 上 恒 等 于 零 . 因此 在 K 的 内 部 , f -SARR 
F ES, 从 而 f 在 K 的 内 部 调和 
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1. 全 纯 项 数 的 定义 


考虑 n 个 复 变 量 z = zk + igk(1 < k < m). 与 第 二 章 82 第 3 段 中 一 样 讨论 , 可 
以 看 出 , 连续 可 微 函 数 f 的 微分 可 写成 下 列 形状 : 


df = > (Lan + SE aa) . (1.1) 


固定 变量 zx 以 外 的 所 有 变量 , 要 使 得 部 分 函数 (function partielle) 是 zx 的 全 纯 
函数 , 必须 而 且 只 需 2 = 0. 如 果 对 于 变量 zx 中 的 每 一 个 都 是 这 样 , 那么 微分 df 
是 dz, 的 线性 组 合 . 反之 , 如 果 df 是 dz, 的 线性 组 合 , 函数 f 分 别 对 于 每 个 变量 zx 
li. 


定义 设 函 数 f(z1… ,zn) En EE zz 的 空间 C" 中 的 开 集 D 内 确定 . 如 
果 这 函数 连续 可 微 , 并 且 如 果 它 的 微分 df 还 等 于 


y ` 0f q. 
" Ozk 


- 106 . 第 四 章 多 变量 解析 函数 , 调和 函数 


那么 称 这 函数 在 D 内 全 纯 . 
显然 , 复 变 量 z 的 解析 函数 是 全 纯 的 . 


定理 在 开 集 D 内 连续 , 并 且 对 每 个 复 变 量 z 分 别 为 全 纯 的 函数 ,不 但 在 D 
内 全 纯 , 而 且 还 在 D 内 解析 . 


这 定理 将 在 下 面 两 段 中 证 明 . 由 此 特别 可 推出 , 任何 连续 , 并 且 对 每 个 变量 z, 
分 别 为 全 纯 的 函数 , 是 连续 可 微 的 , 而 且 甚 至 于 是 无 限 可 微 的 . 另 一 方面 还 可 推出 ， 
对 于 多 复 变 量 函 数 , 全 纯 概 念 与 解析 概念 是 等 价 的 . 


2. 柯 西 积分 公式 
首先 考虑 两 个 复 变 量 zi 及 z 的 情形 . 
命题 2.1 如 果 f(z1,z2) 在 圆 盘 


和 | < pı, |z2| < p2 (2.1) 
的 乘积 内 连续 , 并 且 在 (2.1) A, 对 z 及 zz 分 别 全 纯 , 那么 当 
|zk| < rk < pk (k = 1,2) 


时 , 我 们 有 


Ji)acidCa2 
1 2) - Gr /| 5 (G — z)(Q — 29)! (2.2) 


这 里 重 积分 是 在 圆 |C1| = ri 及 |G| = ma 的 乘积 上 取 的 ,对 每 个 圆 是 按 正 向 取 的 
证 明 EREA | zəl < T2 内 取 定 Z2. PKI f (z1, z2) 在 圆 盘 [zl < fi 内 对 Zi 全 
纯 . 因此 可 应 用 柯 西 公式 (第 二 章 82 第 5 Ez) 对 于 |zi| < r, 
f(z1, 22) = > J Pen) qa, (2.3) 
| 


Iri [=r C1 — 21 


现 取 定 Ĝi, 使 [Qil = fi. 在 za| < p2 内 ， PKI f (G, z2) 对 《2 全 纯 . 于 是 同样 有 : 对 于 


| zəl < To, 


J (G. 22) = i J. AS @) qO. (2.4) 
|2| 


oi 2| 一 ro C2 一 25 


在 (2.3) 中 积分 号 下 , 把 f(G1, z2) 用 (2.4) 中 所 给 出 的 它 的 值 来 代 蔡 . 由 于 函数 G, G) 
连续 , 我 们 恰好 得 到 公式 (2.2). 


注意 ( 哈 尔 托 格 斯 的 结果 ) 设 f(z1,z2) 是 在 下 列 两 开 集 (其 中 s > 0 很 小 ) 的 
并 集 内 有 和 定义 并 且 连 续 的 函数 : 


|z| < fi, [z2] < €, (A) 
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p —€<|a|<p, |z2| < p2. (B) 


假定 : # (A) 内 , f 是 zi 的 全 纯 函 数 ; 在 (B) IN, f 是 z; 的 全 纯 函 数 . 那么 f 可 开 
拓 成 为 在 开 集 (2.1) 内 变量 z1 及 zo 的 全 纯 函 数 , 并 且 开 拓 而 得 的 函数 满足 积分 公 
式 (2.2). 


证 明 提示 任意 选择 正 数 r, 及 ra, 使 得 r, < pi, ra < p: 可 假定 £ 充分 小 , 使 
得 s < r2, Ti > pi — €. 要 证 明 f 可 开拓 成 一 图 数 ， 仍然 记 作 f (z1, zo). 这 项 数 在 开 集 


124| <ri, kl < r2 (2.5) 


内 全 纯 , 并 且 在 这 开 集 内 满足 (2.2). 首先 , 因为 f 在 (A) 内 对 z1 全 纯 , 所 以 关系 
式 (2.3) 对 于 Jal < ri |z| < 成 立 . 其 次 , 因为 f 在 (B) 内 对 zo 全 纯 , 所 以 如 果 
Gl = ri, RRA (2.4) 对 于 |z| < r2 成 立 . 于 是 (2.2) 对 于 |zi| < 71,|z2| < £ 成 立 ， 
可 是 (2.2) 的 右边 在 (2.5) 内 是 zi 及 z2 的 全 纯 图 数 , 如 果 把 这 样 开拓 而 得 的 函数 记 
作 f(zi,z2), EE (2.5) 内 就 满足 (2.2). 证 完 . 
对 于 n 个 复 变 量 的 函数 , 有 一 与 命题 2.1 类 似 的 命题 . 这 时 积分 公式 (2.2) 由 下 
AARE: 
aaa) (LY S.. [Ede den 
fl i | n) (z) J (G — 21) ` (Ça — Zn) | 
3. 全 纯 函 数 的 级 数 展 式 


命题 3.1 在 与 命题 2.1 同样 的 假设 下 , 函数 f 在 开 集 (2.1) 内 可 展开 为 二 重 畦 
级 数 


f(z1, 22 ) = X ap g (21)? (zə)° (3.1) 
p,q20 
证 明 与 单 复 变量 情形 下 所 作出 的 相似 (参看 第 二 章 s2 第 6 段 定 理 3). 
我 们 已 经 知道 , 如 果 客 级 数 展 式 存在 , 那么 由 于 它 必然 是 f 在 原点 的 泰勒 展 式 ， 


是 唯一 的 . 因此 对 满足 


ri<pi, r>< p 
的 7 K r, 只 需 找 出 在 圆 盘 

a| < ri, zzl < rj 
的 乘积 中 正规 收敛 于 f(21,22) 的 一 个 二 重 震 级 数 . 选取 ri K ro, 使 得 ri < ri < 
pi, Th < r2 < po, 并 且 对 于 |z < ri, |z2| < r5, 应 用 积分 公式 (2.2). 我 们 有 


1 (21)? (z2)% 


(ZG 2) T 22 GGT (3-2) 
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并 且 这 级 数 对 于 |zi| < ri, G] = ri(i = 1,2) 正规 收敛 . 在 (2.2) 右边 积分 号 下 , 代入 
(3.2) 中 所 给 出 的 — 的 值 . 由 于 正规 收敛 性 , 可 以 逐 项 积分 , 并 且 恰好 


得 到 (3.1), 其 中 系数 a,。 由 下 列 积分 公式 给 出 : 


(GL @) 
oo 本 || Giay oao (3.3) 
命题 3.1 得 证 . 
对 于 ”个 复 变量 有 类 似 的 命题 
显然, 第 1 段 末 叙述 的 定理 可 由 命题 3.1 推出 


注意 可 以 证 明 : 在 开 集 D 内 分 别 对 每 个 变量 全 纯 的 函数 , 在 D 内 连续 , 从 而 
全 纯 . 这 结果 的 证 明 比 较 困难 , 这 里 就 不 作出 证 明了 . 


4. 全 纯 哨 数 泰 勒 展 式 的 系数 的 计算 
与 单 变量 情形 一 样 , 系数 apn 可 用 含 函 数 S 的 积分 表示 出 来 . 为 此 , 只 需 在 关 
系 式 (3.1) 中 把 Ži 用 rye: 来 代替 ， 把 Z2 用 rye? KRE, 了 逐 项 积分 , 得 得 
2m 2i 
ap,a (71) (r2) = 23 = Í J Jf (riet, roet®?)e™ t82) d0; doz. (4.1) 
由 此 推出 柯 西 不 等 式 
< M (r1, 72) 
P ` (ri)P(r2)94' 
其 中 M(ri,r2) 表示 |f(z1, 22| XIF |z| = rı 及 |zz| = 72, 亦 即 对 于 |zi| < ri, Izal < r> 
的 上 确 界 . | 
请 读者 自己 叙述 与 刘 维 尔 定 理 相似 的 定理 以 及 最 大 模 原 理 . 


5. 全 纯 函 数 的 复合 
命题 5.1 设 f(z1:…,zn) 是 Cn 中 开 集 万 内 的 全 纯 函 数 . 设 


(4.2) 


gist ,gn 
是 C? 中 开 集 D' 内 的 全 纯 函 数 , 并 且 在 D 内 取 值 . 由 

(ti, tp) — , f(gi(ti,:: tp), > gnti, , t»)) 
HELK BA fog 是 t, tp 在 开 集 D AHAA AK. 


证 明 可 用 帮 级 数 的 代入 法 作出 证 明 . 由 于 没有 在 多 变量 情形 下 详细 说 明 这 一 
问题 , 这 里 采用 原则 完全 不 同 的 一 种 方法 . 
由 假设 , 既然 f 是 全 纯 的 , 我 们 有 


df 一 > L ia (5.1) 
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既然 函数 g 是 全 纯 的 , 我 们 有 


dz = 一 Latr (5.2) 


在 (5.1) 中 代入 由 (5.2) 所 给 出 的 微分 dz. 的 值 , RATER A KR f og 的 微分 . 
于 是 d(f o g) 是 dt; 的 线性 组 合 , 从 而 fo9 是 t; WAHAR. 


6. AKEH 
命题 6.1 设 万 (z t Eni Zi ,2p)(j = 1,::: n) ÆA z; = a;, Zk = ck WJ AE 


域内 的 全 纯 函 数 . 假定 函数 行列 式 det J 在 所 考虑 的 点 Z 0. 那么 当 z; 充分 靠 


F, 
近 aj zk 充分 靠近 ck, ME y; 充分 靠近 bj = fj(ai, ,anicl ,Cp) 时 , 方程 
Yj = fi(zi, Tn; Zl Zp) = 1,... ,n) (6.1) 
可 解 出 如 下 : 
Tj = gj( Yn; Z1,*** ,Zp)) (6.2) 
其 中 gj 是 点 (bi, ,bnici ,Cp) 的 邻 域内 的 全 纯 函 数 ， 
证 明 我 们 要 转化 到 关于 实 变 隐 函数 的 经 典 定理 . < 
zj =Z; + iz, Yj =Y; + iy 
其 中 z, zr, 及 网 是 实数 . 外 乘积 dz; A dx; 等 于 
(dz; + idz;) A (dz; — idz} ) = —2idzr} A dz}. 
于 是 我 们 有 
dz; A dz; = -2idz; A dz", 且 同 样 du; A du; = -2idy; A dy”. (6.3) 


而 当 zi1,… ,zp 固定 时 , 我 们 有 


dyi A+- A dyn = det (3 


Tj! 


-) dzi Nc- Adan, 


of; 
— dTi A. Adan, 
OTL; 


J 


从 而 由 乘法 ， 


dyi A dg, N\::: A dyn A dy, = dz, A dzi A: A dz, A dĒn. 


2 
Oz; 
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由 假设 , 它 在 点 (a1,… , an; ct , cp) 不 等 于 0. 应 用 隐 范 数 定理 : xz1, rt, , x! (局 


n 


部 地 ) 可 表示 为 yi 多 ,网 以 及 z1, zp 的 实 部 及 虚 部 的 连续 可 微 函 数 ， 而 线 
性 方程 组 5 5 
du; = > Bo, dz; + > gA dz 


表明 dz; 是 一 些 dy; 及 dz. 的 线性 组 合 . 因此 zi,… ,zn 实际 上 是 y; 及 zz 的 全 纯 
函数 . 证 完 . 


习题 
1. 证 明 : 如 果 f(z) EFE 内 全 纯 , 那么 对 于 任何 z e D, 我 们 有 
A|/(2) = 4f (z), (i) 
Alog(1 + |/J(z)|°) = AF (z) /(1 + I, (ii) 


其 中 人 表示 83 第 1 段 中 所 定义 的 拉 普 拉 斯 算 子 . 


2. (i) 设 g(z) 是 圆 盘 |z| < R 内 的 全 纯 函数 . 证 明 : 如 果 0 < r < R, 并 且 如 果 g(z) 在 闭 圆 盘 
zl sr 上 没有 零点 , 那么 我 们 有 下 列 关 系 式 


loglg(0)| = >= | !oglg(re')ld9, 
(ü) 证 明 积 分 
27 
f logļre® — re” |do 
0 
存在 , 并 且 它 的 值 等 于 2rlog r(r,t 为 实数 , r > 0). 
由 此 推出 , 如 果 f(z) 是 圆 盘 |z| < R W Z 0 的 亚 纯 函 数 , 并 且 如 果 0 < < R, B 

么 积分 Jf log|f(re”)|d9 收敛. 
(iii) 设 @1,a2,… ,ap 是 (ü) 中 所 考虑 函数 f(z) 在 去 心 圆 盘 0 < |z| < r 中 的 零点 ， 

bb … ,bg 是 它 在 那里 的 极点 (每 一 零点 或 极点 的 个 数 算 作 与 其 重 数 相同 ), 并 且 设 


f(z) = cnz” + cengiz" t H 


是 f 在 原点 的 洛 朗 展 式 (因而 n 是 一 整数 2 0). 证 明 我 们 有 


1 2T i0 P q 
元 J log|f(re"”)|d0 = loglcn| 一 Y `log|a;| + Y `log|bk| + (n +p - q)log r. 


7 二 1 k=1 


(考虑 函数 


_ ry” r’ a;z r(z — bk) 
g(z) —_ f (z) (=) JH r(z _ a;) H r2 — bkz ) 
并 且 证 明 在 包含 闭 圆 盘 |z| <r 的 一 开 集 内 , 这 函数 全 纯 , 而 且 没 有 零点 . 还 证 明 : 如 果 
|z| = r, 那么 |g(z)| = |f(z)|. ) 
3. 设 本 题 中 所 考虑 的 调和 函数 都 取 实 值 . 
(i) WR f(z) 在 圆 盘 |z| < R 内 是 调和 的 , 并 且 如 果 在 这 圆 盘 内 , 到 处 有 f(z) > 0, 证 明 对 
于 任何 z(|z| < R), 我 们 有 不 等 式 
R — |z| 
En zO < f(z) < 


(应 用 泊 松 公式 , 并 且 注 意 泊 松 核 满 足 不 等 式 
r 一 |z| r?-]z|? _r+|z] 
r+|z| “|rei 一 z2 一 |z| 
(ü) 由 此 推出 : 如 果 在 心 为 a, 半径 为 r 的 圆 盘 D(a,r) 内 , f(z) 是 调和 的 , 并 且 > 0, 那么 
对 于 圆 盘 D(a,7/2) 中 的 任何 z, 我 们 有 


sf(a) < f(z) < 3f(a). 


(ii) 设 f(z) 是 在 C 平面 中 一 个 连通 开 集 D 内 的 非 负 调和 函数 , 并 设 K 是 包含 于 D 内 的 
一 个 紧 子 集 . 证 明 存 在 着 与 D 及 K 与 无 关 的 一 个 常数 M, 使 得 对 K 中 任何 两 点 zi 
及 z2, 我 们 有 


R + |z| 
R- |z| 


f(0). 


(WT |z |< r).) 


f(z1) < M f(zo). 
(证 明 存 在 着 满足 下 列 条 件 的 有 限 个 闭 圆 盘 D, : 
D 5 Ub. 2 K, 


并 且 对 于 其 中 任意 两 闭 圆 盘 , 例如 Dp 及 Da, 存在 着 序列 Dnie, Dop, 使 得 Dn, = 
Dp, Dn, = Da, 并 且 对 于 j = 2,3,… ,kk, Dn; N Dn, Z Ø. 然后 对 这 些 圆 盘 中 每 一 
个 应 用 (ii).) 

(iv) £ {fn(z)} 是 连通 开 集 D 内 调和 函数 的 (广义 ) 单调 增 序列 : 对 于 任何 z e D 及 
n=1,2,:-: , 

fa (z) < fn+1(2). 
如 果 存 在 着 一 点 a € D, 使 得 sup | fala) |< co, 证 明 序列 {所 (z)} 在 万 内 任何 紧 集 
上 一 致 收敛 于 一 调和 函数 . (注意 序列 {fn(z)} 及 级 数 > (fa+a (z) 一 f(z)) 的 收敛 性 等 
价 , 并 且 应 用 (iü).) 
4. X43463. j f(z) 是 在 平面 C PFR D 内 有 定义 的 实 值 连续 函数 ， 如果 对 于 任何 
a € D, 我 们 有 : 对 于 充分 小 的 7 > 0, 


fla) < 二 J ` f(a + ret9)d0, (SH) 


那么 f(z) 就 称 为 次 调和 的 ， 
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(i) 如 果 f(z) 在 开 集 D 内 全 纯 , 证 明 对 于 p > 0,|f(z)?P 在 D 内 是 次 调和 的 . 
(ü) WÈ f.(z)(u =1,2, m) Æ D 内 是 次 调和 的 , 那么 下 列 函数 在 D 内 也 是 次 调和 的 : 


Y lay f, (2), ),a, 2 O; SYP, felz). 


u=1 


(ii) 如 果 D 内 次 调和 函数 f, (z) 的 序列 在 D 内 任何 紧 集 上 一 致 收敛 , 那么 极限 函数 也 是 次 
调和 的 . 
(iv) 证 明 最 大 模 原 理 适 用 于 次 调和 函数 , 具体 地 说 : 
(1) iZ f EFR D 内 是 次 调和 的 . 如 果 /在 一 点 ac D 有 相对 极 大 值 ( 亦 即 对 于 充 
分 接近 a 的 任何 z, f(z) < f(a)), 那么 f 在 a 的 邻 域内 是 常数 . 
(2) 设 D 是 平面 上 一 个 有 界 连通 开 集 , 并 且 设 f 是 在 D 内 次 调和 , 在 D 上 连续 的 函 
数 . 设 M EX z Æ D 的 边界 上 变动 时 f(z) 的 上 确 界 . 那么 
(a) 对 于 任何 z € D, f(z) < M; 
(b) 如 果 在 一 点 a € D, f(a) = M, 那么 f ERR 
(v) 设 T EFE D 内 一 个 紧 集 K 的 有 向 边界 . 证 明 : 如 果 u, v 是 有 连续 二 阶 导数 的 两 个 
( 实 值 ) 函数 , 我 们 有 


Ov Ou Ou Ov 
J| eza — uAv)drdy = J G — 73 dz + 2 一 uZ) dy. 


(应 用 第 二 章 81 第 9 段 所 引 的 格林 - 黎 曼 公式 , J P = v, Q = vit, RER 
u 及 v.) 由 此 推出 , 如 果 f(z) 是 在 D 内 确定 的 , 且 有 连续 二 阶 导数 , 并 有 旦 如 果 a € D. 
我 们 有 : 对 于 充分 小 的 + > 0, 


2 of ,0 
JJ.  Ap(oasay = f ər (a + re')zd0. 


(在 以 上 的 等 式 中 , 9 u= fv = 1.) 由 此 推出 : 对 充分 小 的 p > 0, 


1 T f(a + pe'9)d0 = f(a) + | š = -| J. (ANdray 


并 且 证 明 对 于 z € D, Af(z) > 0 是 有 连续 二 阶 导数 的 函数 f(z) 在 D 内 次 调和 的 必要 
与 充分 条 件 . 


例 证 明 : 如果 f(z) 在 开 集 D 内 全 纯 , 函数 log(1 十 |f(z)|*) 在 DD 内 是 次 调和 的 . 


5. 设 f(z) 是 在 圆 盘 |z| < R 内 的 次 调和 函数 . 证 明 : 如 果 0 < ri < R, 并 且 如 果 g(z) 是 圆 盘 
|z| < rı 上 满足 g(rie”*) = f(rie”) 的 狄 利克 雷 问 题 的 解 , 我 们 有 : 对 于 0 < r <r, 


g(re®) > f(re”). 


由 此 推出 , 函数 
m(r) = =h f(re” )d0 
# 0 < r < RPE r 的 连续 (广义 ) 增 
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6. 证 明 : 如 果 f(z) 在 圆 盘 |z| < R 内 全 纯 , 实数 a > 0, 那么 函数 
2 . 
lalr)= zz | re) ao 
# 0 < r < R pE% (广义 ) 增 函 数 . 


第 五 章 ”全 纯 或 亚 纯 函数 序列 的 收敛 性 , 级 
数 、 无 穷 乘积 , 正规 族 


在 本 章 中 , 我 们 只 考虑 单 复 变 函数 . 然而 以 下 讨论 中 有 很 大 一 部 分 可 推广 到 多 
复 变 情形 . 


S1. 空间 E(D) 的 拓扑 


1. 在 任何 紧 集 上 的 一 致 收敛 性 


设 D 是 复 平面 C 上 的 开 集 . 我 们 总 是 用 CD) 表示 开 集 D 内 ( 复 值 ) 44K 
数 的 向 量 空间 . 用 AD) 表示 D 内 全 纯 图 数 的 网 量 空间 . 


定义 设 已 给 函数 f, e CD) 的 一 序列 . 如 果 对 任何 紧 集 K c D, 限制 f, | K 
的 序列 一 致 收敛 , 我 们 就 说 函数 fn 的 序列 在 D 内 任何 紧 集 上 一 致 收敛 . 


这 和 定义 特别 适用 于 子 空间 (D) 中 国 数 的 情形 . 

我 们 知道 , 连续 函数 的 一 致 收敛 序列 的 极限 是 连续 函数 ， 因 此 ,如 果 连 续 函 数 
fna 的 序列 在 D 中 任何 紧 集 上 一 致 收敛 , 那么 极限 函数 f 是 这 样 的 : 它 在 任何 紧 集 
K c 上 的 限制 f| K 连续 . 因为 D 中 任何 点 有 含 在 D 的 紧邻 域 , 所 以 f 是 连 

定义 设 函 数 f, € @(D). 如 果 在 任何 紧 集 K c D 上 , 限制 f, | K 的 级 数 
2(fn | K) 正规 收敛 , 那么 我 们 说 级 数 2 fate D 中 任何 紧 集 上 正规 收敛 . 换 句 话 
说 在 任何 紧 集 K c D E, 已 给 级 数 以 一 正 项 收敛 级 数 作为 控制 级 数 显然 , 如 果 一 


8$1， 空 间 E(D) 的 拓扑 . 115 . 


个 级 数 在 D 内 任何 紧 集 上 正规 收敛 , 这 级 数 的 部 分 和 在 D 内 任何 紧 集 上 成 为 一 个 
一 致 收敛 的 序列 


命题 1.1 为 了 使 得 函数 f, e @(D) 的 序列 在 万 内 任何 紧 集 上 一 致 收敛 ,必须 
而 且 只 需 在 任何 紧 圆 盘 卫 CD 上 , 限制 六 | 马 的 序列 一 致 收敛 . 对 于 正规 收 做 级 数 
情形 , 也 有 类 似 命 题 


事实 上 , 设 K ESE D 内 的 任 一 紧 集 . 我 们 可 用 含 在 D 内 的 有 限 个 紧 圆 盘 的 
内 部 覆盖 K. 由 此 可 立即 推 得 命题 . 


2. 全 纯 函 数 序 列 收敛 性 的 基本 定理 


定理 1 RAA f, c ZD) 的 序列 在 D 内 任何 紧 集 上 一 致 收敛 , 极限 函数 
在 万 内 全 纯 . 


证 明 ”我们 刚 看 到 f Æ D 内 连续 . 为 了 证 明 f 全 纯 , BRAMER (PE 82 
第 7 段 定理 4), 只 需 证 明 微 分 形式 f(z)dz 是 封闭 的 . 为 此 , 只 需 证 明 , 只 要 y 是 含 
在 D 内 的 矩形 的 边界 ,[ f(z)dz = 0 (参看 第 二 章 81 命题 4.1). 而 在 窍 形 的 边 务 上 ， 
是 访 的 序列 的 一 致 极限 , 从 而 我 们 有 


| ta = lim Í fn(z)dz = 0. 
Y Y 
这 就 证 明了 定理 1. 
系 在 万 内 任何 紧 集 上 正规 收敛 的 全 纯 函 数 级 数 的 和 , 是 在 D 内 全 纯 的 函数 . 
定理 2 BA f, € HD) 的 序列 在 D 内 任何 紧 集 上 一 致 收 么 于 fe 
322(D), 那么 导数 f/ 的 序列 在 D 内 任何 紧 集 上 一 致 收敛 于 导数 S. 


证 明 由 命题 1.1, 只 需 证 明 fr 在 含 在 D 内 的 任何 紧 圆 盘 上 一 致 收敛 于 f. 设 
y 是 这 样 一 个 圆 盘 , r 是 它 的 半径 , 并 且 取 > 的 心 为 原点 0. 存在 着 ro > r, 使 得 心 
为 0, 半径 为 ro 的 闭 圆 盘 含 在 D 内 . 于 是 fn Æ |z| <ro+s(e>0 并 且 充 分 小 ) 内 
全 纯 , 并 且 在 |z| < ro 上 一 致 收敛 于 f. 

现 证 明 导 数 f 在 |z| <+ 上 一 致 收敛 于 f'. 这 可 由 下 列 引 理 立即 推出 : 


引 理 ”如果 g(z) 在 |z| < ro +£ 内 全 纯 , 并 且 如 果 对 于 |z| < ro,|9(z)| < M, 那 
么 我 们 有 : 对 于 |z| < r < ro, 
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gO < M 


(2.1) 


证 明 我 们 有 收敛 展 式 : 对 于 |z] < ro, 
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g(z) = > Anz”. (2.2) 


n20 


由 柯 西 不 等 式 , RITA |on| < 4 另 一 方面 , 逐 项 微分 , 得 
9 (z) = > Nanz™ 1, (2.3) 


亿 之 0 


因此 , 对 于 |z| < r < ro, 我 们 有 


M nr zn _1 
9 (2)| < P > ` —— (2.4) 


计算 级 数 Y . 的 和 . 因为 n 是 t 的 导数 ,于 是 Lont! 是 


r> 0 


ym = — 的 导数 , 从 而 


代入 (2.4), 得 不 等 式 


这 样 就 证 明了 引 理 
注意 可 作出 定理 2 的 另 一 证 明 : 在 柯 西 积分 公式 

t 
Osm P 
(其 中 y 表示 与 D 同心 且 半 径 略 大 的 圆 盘 的 边界 ) 中 的 积分 号 下 对 z 取 导数 , 得 


1 t 
f= sa / E lgt 
(2) = lim — falt) = im f’ (z). 
当 z€ X HF 极限 一 致 成 立 . 


命题 2.1 AD- ŽENE. 如 果 全 纯 函 数 f. c XD) 的 序列 在 D 内 任何 
紧 集 上 一 致 收敛 , 并 且 如 果 在 D 内 任何 点 , 每 个 fn Z 0, 那么 除非 极限 函数 f 恒 等 
T, 它 在 D 内 任何 点 Z 0. 


dt 


因此 我 们 有 
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证 明 假定 f PESTE. 那么 由 于 D 是 连通 的 , f (由 定理 1, 它 是 全 纯 的 ) 的 
零点 是 孤立 的 .假定 f 在 zo 为 零 , 由 第 三 章 85 命题 4.1, 这 零点 的 重 数 应 等 于 取 在 
Bi) y 上 的 积分 : 


1 [te 
mi J, FO 
这 里 y 是 心 为 zo, 半径 很 小 的 圆 Em 2 上 列 积分 是 积分 


E 


的 极限 , 而 后 者 都 为 零 ， EAFAM fn 不 为 零 . 因此 得 到 了 矛盾 , 命题 得 证 . 


EX MEFE D 内 所 给 函数 确定 的 映射 是 单 射 ， 换 句 话说 , 如果 函 数 在 不 同 
的 点 总 取 不 同 的 值 , 那么 我 们 说 这 函数 是 单 叶 的 


命题 2.2 jk D Z C 中 的 开 集 . 如 果 全 纯 函 数 f, c 2e(D) 的 序列 在 DD 内 任 
何 紧 集 上 一 致 收敛 , 并 且 如 果 每 个 f, 是 单 叶 的 , 那么 只 要 极限 函数 f 不 是 常数 , 它 
就 是 单 叶 的 . 


证 明 用 反 证 法 . 设 21 K Z2 是 D 内 不 同 的 两 点 ， 日 满足 f(z21) 一 J (zo) =a. 考 
虑 两 个 开 圆 盘 S, 及 So, 其 心 为 z3 及 z2, 其 半径 充分 小 , 使 得 S, 与 S; 不 相交 ,并 
昌都 含 在 D 内 . 由 命题 2.1, 对 于 充分 大 的 mw fn 在 S, 及 S; WB a, 与 fn 的 单 叶 
EHX JE. 


3. 空间 E(D) 的 拓扑 


什么 是 在 D 内 任何 紧 集 上 一 致 收敛 的 函数 f, e CD) 的 序列 , 我 们 已 经 下 过 
定义 . 现 更 准确 地 在 向 量 空间 E(D) 上 确定 一 个 括 扑 .在 癌 量 子 空间 2Z(D) E, 我 们 
将 考虑 导出 拓扑 . 

”对 于 由 一 紧 集 K c D 及 一 数 £ > 0 所 形成 的 任 一 对 (K, £), 考虑 @(D) 中 如 下 
确定 的 子 集 V(K,e): 


fe V(K,s) == |f(z)| < z, XF z e K. (3.1) 


为 了 使 得 函数 fn < CD) 的 序列 在 任何 紧 集 上 一 致 收敛 于 f, 必须 而 且 只 需 无 论 K 
及 £ 是 怎样 , 我 们 有 : 对 于 充分 大 的 n, 


f — f. EV(K,e). 


考虑 这 种 拓扑 :对 于 它 , 集 V(K,s) 形成 0 的 一 个 基本 邻 域 组 (这 时 , 一 点 了 的 邻 
域 就 定义 为 将 0 的 邻 域 作 平移 f 所 得 的 集合 ). 上 述 必 要 与 充分 条 件 表明 : fn e E(D) 
的 序列 在 这 种 拓扑 (如 果 存 在 一 个 的 话 ) PAA f 作为 极限 . 
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MA 31 £ CD) 上 实际 存在 着 一 个 (对 平移 不 变 的 ) 拓扑 . 在 这 拓扑 中 , £ 
V(K,e) 形成 0 的 一 个 基本 领域 组 . 这 种 拓扑 是 唯一 的 , 并 且 可 由 对 平移 不 变 的 距离 
确定 . 

证 明 这 拓扑 的 唯一 性 是 显然 的 , 因为 我 们 已 知 0 的 一 个 基本 邻 域 组 , 从 而 由 
平移 得 到 空间 多 (D) 中 每 点 的 一 个 基本 邻 域 组 . 还 只 需 找 出 对 平移 不 变 的 一 个 距离 ， 
使 得 在 这 距离 所 确定 的 拓扑 中 , V(K, es) 形成 0 的 一 个 基本 邻 域 组 . 


先 引 进 一 个 概念 : 设 有 紧 集 K; c D 的 一 个 增 序列 (从 而 我 们 有 K, c Ki), 使 
得 含 在 D 内 的 任何 紧 集 K 被 包含 在 一 个 K, 内 , 那么 这 序列 称 为 穷 举 紧 集 序列 . 
引 理 在 DD 内 存在 着 一 个 这 样 的 穷 举 紧 集 序列 ， 


事实 上 , FESE D 内 的 这 样 的 紧 圆 盘 , 其 心 的 坐标 及 其 半径 都 是 有 理 数 . 这 
些 紧 圆 盘 成 一 可 数 集 . 把 它们 排 成 一 序列 : Di, Da, Dn 令 


K; = U b. 


UERR K; 成 一 穷 举 序列 . 圆 盘 D, 的 内 部 形成 D 的 一 个 开 覆 盖 , 从 而 含 在 D 
内 的 任何 紧 集 K 一 定 包含 在 一 个 K; 内 . 
此 后 假定 选取 了 紧 集 K; 的 一 个 穷 举 序列 , 并 且 对 于 每 个 fe #(D), 令 


Mi(f) = sup |f(z)|, (9.2) 


z€ K; 
= > 2 一 inf(1, M,(f)). (3.3) 
因为 几何 级 数 > 2 一 是 (3.3) 右边 级 数 的 控制 级 数 , 所 以 d(f) 是 有 限 的 . 现在 要 证 
BH d(f) 有 下 列 人 性质 


d( f) = 0 — f = 0, (3.4) 
d(f + g) < d(f) + d(g), (3.5) 
M iinf(1, M,(f)) < d(f), 
(3.6) 
d(f) < M,(f) +27. 


P. E 4). 显然 , 如 果 f EEFE, df) = 0. 反之 , 由 d(f) = 0 可 推出 : 根据 
(3.3), 无 论 i 是 什么 正 整 数 ，Mi(j = 0, 于 是 f 在 每 个 紧 集 K, 上 的 限制 为 零 ,， 从 而 
f 但 EEFE 

证 明 (3.5). 显然 

Mi(f + g) < Mi(f)+ M,(g), 
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由 此 容易 推出 
inf(1, M,( f + g)) < inf(1, M,(f)) + inf(1, M,(g)); 


然后 由 求 和 就 可 推出 (3.5). 

RRA (3.4) 及 (3.5) 表明 : 如 果 我 们 把 f 及 ç 的 距离 定义 为 等 于 d(f — g), BÉ 
么 这 距离 是 满足 三 角 不 等 式 的 一 个 度量 . 这 度量 对 于 平移 不 变 . 它 在 空间 多 CD) 上 确 
定 对 平移 不 变 的 一 个 分 离 拓 扑 . 

现在 证 明 不 等 式 (3.6). 由 定义 (3.3) 显然 可 得 到 第 一 个 结果 . 另 一 方面 , 如 果 i 
是 整数 > 1, 我 们 有 : 对 于 ; < 


从 而 由 (3.3) 可 推出 
d(f) < > `2 3 M,(f) + > 2, 

由 此 得 (3.6). 

为 了 完成 命题 3.1 的 证 明 , 还 只 要 证 明 : 在 上 述 距 离 所 确定 的 拓扑 中 , E V(K,e) 
形成 0 的 一 个 基本 邻 域 组 . 

1) 任何 集 V(K,e) 是 0 的 一 个 邻 域 , 事实 上 , 已 给 KK 及 se, 而 e <1, 设 i 可 使 
K c Ki. 那么 根据 (3.6) 中 第 一 个 不 等 式 , 由 关系 式 d(f) < 2-ie 可 推出 f e V(K,e). 

2) 形 如 d(f) < = 的 0 的 任何 邻 域 含 形 如 V(K,e') 的 一 个 集 . 事实 上 , 已 给 = 
选取 整数 i, 使 2 < =, 那么 由 (3.6) 中 第 二 个 不 等 式 , 从 fe V (K2) 可 推出 
d(f) < €. 

命题 3.1 的 证 明 这 样 就 完成 了 . 


注意 可 以 对 空间 eD) 及 其 子 空间 (D) 应 用 度量 空间 , 或 者 更 确切 地 说 可 
度量 化 的 拓扑 空间 的 已 知性 质 . 例如 , 为 了 使 得 一 个 可 度量 化 的 空间 E 的 子 集 4 是 
闭 的 , 必须 而 且 只 需 E 中 任何 点 , 只 要 它 是 4 中 一 个 点 列 的 极限 , 一 定 属 于 A. 同 
样 , 为 了 使 得 E 到 一 个 可 度量 化 空间 E: 中 的 映射 f 在 一 点 z e EB 连续 ,必须 而 且 只 
需 对 于 以 z 为 极限 的 任何 点 zw E E 的 序列 , fan) 的 序列 有 极限 f(x). (读者 可 参 
看 例如 J. 迪 斯 米 埃 的 数学 教程 IJ. Diximier, Cours de mathématiques I, Topologie, 
H 章 ，83.) 

考虑 到 以 上 说 明 , 我 们 看 出 空间 多 (D) 是 完备 的 .这 是 由 于 在 任何 紧 集 上 一 致 收 
全 的 连续 函数 序列 的 极限 是 连续 的 . 而 第 2 段 中 的 定理 1 及 2 可 叙述 如 下 : 

子 空间 2Z(D) £ CD) 内 是 闭 的 . 考虑 从 HD) 到 和 6(D) 的 映射 , 它 使 每 个 
sk f 对 应 于 其 寻 数 f, 那么 这 一 映射 是 连续 的 . 
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82. 亚 纯 函数 项 级 数 


1. 亚 纯 函数 项 级 数 的 收敛 性 


设 D 是 复 平面 C 上 一 个 开 集 , 考虑 在 D 内 亚 纯 函数 f, 的 序列 . 现在 要 给 出 
级 数 E fn 收敛 的 意义 ， 


定义 考虑 上 述 级 数 y fn 及 一 集 4 c D. 如 果 可 以 从 这 级 数 中 除去 有 限 项 , 使 
得 余下 的 函数 fn 在 4 上 没有 极点 , 并 且 形 成 在 A 上 一 致 收敛 的 一 个 级 数 , 那么 我 
们 说 级 数 D 所 在 集 4 Cc D 上 一 致 收敛 . 

同样 , 如 果 可 从 级 数 > fa 中 除去 有 限 项 , 使 得 余下 的 各 项 fn 在 4 ERARA, 
而 且 形 成 在 A 上 正规 收敛 的 一 个 级 数 , 那么 我 们 说 级 数 O 所 在 A 上 正规 收敛 . 


显然 在 4 上 正规 收 化 的 任何 级 数 也 在 4 上 一 致 收敛. 下 面 我 们 所 考虑 的 在 也 
内 亚 纯 的 函数 项 级 数 , 都 在 D 内 任何 紧 集 K 上 一 致 (或 正规 ) 收敛 . 这 种 级 数 的 和 
定义 如 下 : Æ D 中 相对 紧 的 任何 开 集 U 上 ,和 就 是 亚 纯 图 数 


S fat p fa) | L.) 


T< Tu n>no 


在 这 里 应 选取 no, 使 得 级 数 》 f, EWE U 上 一 致 收敛 . 在 (1.1) 中 , 第 一 部 分 是 
n>no 

有 限 个 U 内 亚 纯 函 数 的 和 , 它 是 U 内 亚 纯 的 函数 ; 第 二 部 分 是 U AZAR 
致 收敛 级 数 的 和 , CE U 内 全 纯 的 函数 . 容易 看 出 , 在 U 内 亚 纯 的 函数 (1.1) 与 整 
数 no 的 选取 无 关 . 

定理 设 有 万 内 亚 纯 函 数 f, 的 级 数 Y fn 如 果 这 级 数 在 D 内 任何 紧 集 上 一 
# (或 正规 ) Kk. 则 这 级 数 的 和 f 是 D 内 亚 纯 的 函数 . 导数 的 级 数 yU f £ D Ñ 
任何 紧 集 上 一 致 (或 正规 ) 收敛 , 并 且 它 的 和 是 已 给 级 数 和 f 的 寻 数 S. 

证 明 我 们 已 经 看 到 , 在 相对 紧 的 任何 开 集 Uc D 内 , 和 f 是 亚 纯 的 , 从 而 它 
在 D 内 是 亚 纯 的 . 


设 已 给 相对 紧 的 开 集 U, 并 且 与 (1.1) 中 一 样 选取 no. Œ U 内 有 


f= Y fl, + P fa) | (1.2) 


而 对 在 U 内 全 纯 函数 项 级 数 六 /我 们 可 逐 项 取 导 数 , 这 是 因为 这 级 数 在 U 中 任 
何 紧 集 上 一 致 收敛. 由 81 第 2 段 中 定理 2, 在 含 在 U 内 的 任何 紧 集 上 , 导数 的 级 
数 x p 一 致 收敛 于 | > fa) 这 证 明了 在 含 在 U 内 的 任何 紧 集 上 , 亚 纯 函 数 
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项 级 数 > fa 一 致 收敛 于 fr. 对 于 相对 紧 的 任何 开 集 U, 这 都 是 正确 的 . 因而 在 含 在 
D AEWRE, D f, 一 致 收敛 于 f. 

如 采 级 数 > fn 在 D 内 任何 紧 集 上 正规 收敛 , 那么 由 81 第 2 段 中 引 理 , 可 以 
推出 级 数 x f 在 也 中 任何 紧 集 上 正规 收敛 

注意 显然 , f 的 极点 的 集 P(f) 含 在 集 P(f.) 的 并 集 内 , 这 里 P(n) 表示 fa 


的 极点 的 集 . 此 外 , KRA (1.1) 还 表明 : WRR P(n) 彼此 不 相交 , R P(f) 等 于 集 
P(f.) 的 并 集 . 更 确切 地 说 , 如 果 zo 是 fn BJ k 阶 极点 , 它 也 是 f BJ k 阶 极点 . 

2. 亚 纯 函数 项 级 数 的 第 一 个 例子 

考虑 级 数 


1 
2 — n)? 


(2.1) 
o <n <+ oo 
其 中 和 式 是 对 所 有 的 整数 n 作出 的 . RATE, 这 级 数 在 平面 C 中 任何 紧 集 上 正 
WAA. 一 个 这 样 的 紧 集 含 在 形 如 zo < z < z, 的 一 个 带 形 中 (已 令 z = z + ü). 
因此 只 需 证 明 , 级 数 (2.1) 在 有 上 列 形状 的 任何 带 形 中 正规 收敛 一 个 这 样 的 带 形 外 
含有 限 个 整数 n, 在 级 数 y -~ 中, 每 项 的 模 不 超过 L U 从 而 这 一 部 


Con? n)’ Em =n)? 
分 级 数 在 这 带 形 中 也 正规 收敛 . 


因此 在 级 数 (2.1) 中 适当 除 二 有 限 项 后 A rA h EKAA 
数 项 级 数 . 证 完 . 
设 f(z) 是 级 数 (2.1) 的 和 , 它 是 整个 平面 C 上 的 亚 纯 函 数 . 这 函数 有 周期 1: 


f(z+1)= f(z). 
事实 上 , S n — 1= w, 就 有 
1 1 
f 的 极点 是 整数 点 z = n, 这 些 是 二 重 级 点 . 在 这 样 一 个 极点 的 留 数 是 零 , 这 是 


因为 在 点 z = 的 邻 域内 , 我 们 有 


ee 一 +g(z)， 9 是 全 纯 的 ， 


命题 2.1 级 数 (2.1) 的 和 f(z) 等 于 (— —) | 


证 明 RITA: 对 于 z, lim,f(2) =0 一 致 成 立 . 换 句 话说 , 对 于 任何 s > 0, 


仔 在 着 a, 使 得 由 ly| > a 可 推出 If(z)|<e 
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事实 上 , 先 假定 z 在 带 形 zo < z < zi 中, 并 且 其 虚 部 y 满足 |y| > a, 其 中 
a > 0. 在 这 区 域 中 , 级 数 (2.1) 是 正规 收敛 的 全 纯 函 数 项 级 数 , 当 |y| — +oo 时 级 数 
每 项 对 于 带 形 中 的 z 一 致 趋 近 于 0. 因此 当 |y| — +oo 时 , 级 数 ( 它 正规 收敛 ) 的 和 
对 于 带 形 中 的 z 一 致 趋 近 于 0. 但 f(z) 有 周期 1, 如 果 把 上 列 性 质 应 用 到 宽度 至 少 
等 于 1 的 带 形 ， 就 可 看 出 , 当 l| — + 时 ,f(z) 对 于 z 一 致 趋 近 于 0. 

函数 g(z) = (——) 与 f(z) 有 同样 的 性 质 : 

1° 它 在 C 上 亚 纯 , 并 且 有 周期 1; 

2° 它 的 极点 是 整数 点 z= n, 这些 是 带 有 主要 部 分 让 的 一 重 极点 

3° 当 |y| — +oo 时 , g(z) 对 z 一 致 趋 近 于 0. 

性 质 1° 是 明显 的 . 为 了 证 明 2°, 由 于 周期 性 , 只 需 证 明 原 点 0 是 带 有 主要 部 分 
二 的 二 重 极点 . 


一 2 
1 1 
1 2 

=z ty t (e) 


至 于 3°, 可 由 下 列 关 系 式 推出 : 
| sinrz|2 = sin? rz 十 sh2ry. 


这 关系 式 表明 : 当 || 趋 近 于 无 穷 大 时 , | sinrz| (对 z 一 致 ) 趋 近 于 无 穷 大 . 

现在 可 证 明 命题 2.1. 因为 f K ç 有 相同 的 极点 , 且 其 所 带 主 要 部 分 也 相同 , 所 
IRR f(z) — 9(2) 在 C 上 全 纯 . 我 们 要 证 明 f — ç 有 界 : EWE zo < z < zi H, € 
对 y < a 是 有 界 的 (由 于 在 紧 集 上 连续 的 函数 在 这 集 上 有 界 ), 并 且 因 为 它 当 |y| 趋 
近 于 无 穷 大 时 趋 近 于 0, XF y > a 也 是 有 界 的 . 既然 函数 f — g 在 每 个 带 形 中 有 界 ， 
由 周期 性 , 它 就 在 整个 平面 有 界 . 根据 刘 维 尔 定 理 (第 三 章 81 第 2 Ex), 图 数 f 一 g 
是 常数 . 由 于 当 |y 趋 近 于 无 穷 大 时 , 这 函数 趋 近 于 0, 可 见 这 个 常数 为 零 . 于 是 命题 
2.1 得 证 . 


应 用 我 们 有 . | 
(azz) 22 > (z — n)?’ (2-3) 
nÆ0 
日 右边 是 在 z = 0 的 邻 域内 全 纯 的 一 个 函数 h(z). 我 们 有 h(0) = > 三 . 于 是 有 
r 0 


m \? 1 1 
| — —| = —. 2.4 
lim G 5l 22 n? (2.4) 
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而 (2.4) 的 左边 容易 用 有 限 项 展开 式 (2.2) 算出 , 其 值 为 T. 由 此 得 到 欧 拉 所 得 到 的 


”关系 式 , 
> — T, (2.5) 

3. 亚 纯 函 数 项 级 数 的 第 二 个 例子 

考虑 级 数 
1 1 1 
一 十 十 二 |. (9.1) 
> =: 3 

EW 


此 它 的 和 F(z) 是 C T wasa 其 极点 是 整数 点 z = m. 这 些 都 是 单 极点 在 这 
些 点 处 的 留 数 等 于 1. 由 第 1 段 中 的 定理 , 导数 F'(z) 是 导数 的 级 数 之 和 , 这 就 是 说 ， 


F (z) = EP GC m ED 
Ku = x 5 (=) | 


nz 是 常数 ， 而 我 们 从 (3.1) 看 到 F(—2z) = —F(z), 因此 函数 
F(z) 一 = 是 z 的 奇 函数 , 又 因 它 是 常数 , 这 常数 为 零 
在 级 数 (3.1) P, 我 们 可 两 两 合并 对 应 于 整数 n 及 整数 -n 的 项 : 


d= | 


最 后 得 到 关系 式 


; u > z2 一 = (9.2) 
之 
4. 其 他 例子 
与 第 2 段 中 一 样 讨论 , 可 证 明 


D S o 
ofo Tn) (sinzz)(tg mz) (4.1) 


由 此 与 第 3 段 中 一 样 讨论 , 可 推出 
- + > 1)" z2 gi = (4.2) 


Sinam 
nzi 
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5. 魏 斯 特 拉 斯 p 函数 


与 第 三 章 85 第 5 段 中 一 样 , 考虑 C 中 的 一 个 离散 子 群 Q, 其 基 是 比值 不 为 实 
数 的 两 向 量 e 及 e> 所 构成 的 一 个 系 . 我 们 立即 注意 到 , 给 出 Q 不 能 完全 确定 基 . 如 
来 我 们 有 为 一 个 基 (e), eg), 那么 第 一 个 基 的 向 量 可 以 表示 为 第 二 个 基 的 向 量 的 整 系 
数 线性 组 合 , 并 且 反 过 来 也 是 这 样 . 由 此 推出 系数 矩阵 的 行列 式 是 整数 , 它 在 整数 环 
中 有 逆 元 素 , 从 而 等 于 1. 

RZ, 如 果 e, 及 e, 是 e, Ke 的 整 系数 线性 组 合 , 并 且 系 数 和 矩阵 的 行列 式 等 
T +1, 那么 克拉 默 (Cramer) 公式 表明 , RZ, el 及 es 是 e 及 et, 的 整 系数 线性 组 
+, 从 而 (et, et) 是 Q 的 一 个 基 . 


命题 5.1 设 已 给 离散 子 群 Q 如 上 . 那么 级 数 
1 1 1 
p(z) 一 z2 + >` — — =] (5.1) 


wENQ-—(0) 
在 C PTR E Ej A. 


证 明 中 需要 下 列 引 理 : 
1 
引 理 级 数 — Kik. 
要 w|’ 
证 明 对 于 每 个 整数 n > 1, 考虑 点 z= tie 十 tze2 所 形成 的 平行 四 边 形 Pa, 这 
里 实数 五 及 to 满足 sup(|til, |t2|) = n (参看 图 10). 在 PP 的 边界 上 恰好 有 8n 个 Q 
中 的 点 . 其 中 每 点 与 0 的 距离 > kn, XE k > 0 是 一 个 固定 的 数 (k 是 P, 中 的 点 到 


0 的 最 短 距离 ). 因此 , 相应 于 P, 的 边界 上 所 有 点 的 ° 的 和 不 超过 Jus, 从 而 
1 Š 
— < — 
> ME > = 


又 因 级 数 37 Wet, 引 理 得 证 
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现在 可 证 明 : 在 任何 紧 圆 盘 |z| <r E, 级 数 (5.1) 正规 收敛 , 对 于 所 有 w, 除去 
有 限 个 外 ,lw| > 2r, 因此 对 于 级 数 (5.1) 中 所 有 项 , 除去 有 限 个 外 , 当 |z| < r 时 ， 


1 l 
(z=-w} w? 


Jwz — z? 


w? (w — z}? 


于 是 由 引 理 推 得 , 级 数 (5.1) 在 圆 盘 |z| <r 上 正规 收敛 . 

定义 魏 尔 斯 特 拉 斯 图 数 p(z) 被 定义 为 一 亚 纯 函数 ， 即 级 数 (5.1) 的 和 . (当然 ， 
这 函数 与 离散 子 群 Q 的 取 法 有 关 .) 

p 的 极点 恰好 是 Q 中 的 点 , 它们 是 二 重 极点 , 在 这 些 点 处 留 数 为 零 . 事实 上 , 在 
z =w 的 邻 域内 , 我 们 有 


p) = — te) 9 是 全 纯 的 
RR p(z) 是 z 的 偶 函 数 , 这 是 因为 
1 1 1 
azat ap a) 
而 在 上 式 右边 , 只 需 把 o 改变 成 —o, 就 可 重新 得 到 级 数 (5.1) 
由 第 1 段 中 的 定理 , 对 于 导数 p, 我 们 得 到 (在 任何 紧 集 上 正规 收敛 的 ) 级 数 展 
p (2) = 一 2 >` Emi (5.2) 


CE 人 


这 个 关系 式 表 明了 函数 p 的 周期 性 : 
p (Zz 十 ww) = 二 p(z)， 对 于 任何 8 Q, 


以 及 j(-z) = —p'(z2) 这 一 事实 . 
我 们 要 证 明 函 数 p 本 身 以 所 有 的 we Q 为 周期 . 为 此 只 需 证 明 p(z + e;) = p(z), 
HP i: 取 值 1 及 2. 但 
p(z + e:) 一 p(z) = 常数 ， (5.3) 
这 是 由 于 导数 p'(z 十 ei) — p'(z) = 0. 在 关系 式 (5.3) 中 取 z 的 值 为 = 既然 = 及 
-于 +E p 的 极点 , 这 样 取 值 是 可 能 的 . 我 们 看 到 , (5.3) 右边 的 常数 等 于 p (- 2) - 
p (至 ) , 但 由 于 p 是 偶 函 数 , 这 常数 为 零 
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总 之 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 p 是 一 亚 纯 函数 , 它 以 Q 中 的 反 为 周期 而 其 极点 恰 
好 是 Q 中 的 点 , 每 个 极点 有 2 Br, 且 带 有 主要 部 分 Toi 


p(z) KARRA. 在 原点 的 邻 域内 , p 有 洛 朗 展 式 . 因为 函数 p 是 偶 的 , 并 且 由 
(5.1), 在 原点 的 邻 域内 全 纯 的 函数 


s)=y2)- = [2 Z) 
= 
在 z = 0 为 零 ,所 以 预先 知道 p 的 展 式 的 形状 如 下 : 
p(z) = 5 + azz? 十 a42 +. (5.4) 
容易 用 离散 子 群 9 的 项 表示 出 系数 a, 及 a. 对 级 数 (e) 逐 项 求 导数 , 我 们 得 到 


m2 =3 E i, a= 5375: (5.5) 


wÆ0 “0 
现 对 关系 式 (5.4) 逐 项 求 导 , 然后 求 平方 , 得 


(pO = 和 -iut (5.6) 
对 (5.4) 求 立 方 , 得 
(p(z)? = 5 + o 十 3a4 +-->, (5.7) 
由 此 得 p? - 4p3 = -2055 — 28a4 + 22(. - - ). 
因此 函数 
p'2 — 4p? + 20a2p + 28a4 (5.8) 
在 原点 的 邻 域内 全 纯 , 并 且 在 原点 为 零 . 但 这 函数 以 作为 周期 群 , 因此 它 在 Q 中 


任 一 点 的 邻 域内 全 纯 , 并 且 在 9 中 任 一 点 为 零 . 由 于 这 函数 在 9 以 外 没有 极点 , 可 
见 它 在 整个 平面 全 纯 . 又 因 它 在 任何 紧 集 上 有 界 , 所 以 根据 周期 性 , CE C EAR. 
而 这 上 盟 数 在 原点 为 零 , 由 刘 维 尔 定 理 , 它 恒 等 于 零 . 最 后 得 恒等式 


p? — 4p? + 20a2p 十 28a4 = 0. (5.9) 
这 关系 式 有 一 种 重要 的 解释 : 考虑 代数 曲线 
yY? = 4z3 — 90aəz — 28a4. (5.10) 


公式 z = p(z) y = p'(z) 给 出 这 曲线 的 一 种 参数 表示 式 . 我 们 要 证 明 : 满足 (5.10) 的 
任何 点 (x,y) € C x C 是 一 点 z € C 的 像 , 这 种 z 除去 可 能 加 上 Q 中 一 元 素 外 , 是 
确定 的 . | 


83， 全 纯 函 数 的 无 穷 乘 积 . 127 : 


先 找 z € C, 使 得 2z € Q, 而 z Z Q. 在 这 样 的 点 ,p 及 p 是 全 纯 的 . 由 p 的 周期 性 , 我 们 有 
p(z) = p'(—z). 又 由 于 p 是 奇 函数 , p'(z) = —p'(—z), 因此 p 在 这 样 的 点 为 零 . 我 们 知道 三 个 
这 样 的 点 . 

z 一 el/2， z=e2/2, z= (el e2)/2, (5.11) 
并 且 可 立即 看 出 , 任何 满足 2z e Q 及 z # Q 的 点 zz 与 (5.11) 的 三 点 中 的 一 点 同 余 (mod.Q). 
(5.11) 中 三 点 的 同 余 类 (mod.Q) 是 不 同 的 . 

因为 在 每 个 周期 平行 四 边 形 中 , p 只 有 一 个 三 重 极点 , 所 以 由 第 三 章 85 命题 5.1, 在 每 个 周期 
平行 四 边 形 中 , p 至 多 有 三 个 不 同 的 零点 . 这 些 就 是 (5.11) 中 三 点 或 与 其 关于 mod.Q 同 余 的 点 . 
又 由 同一 命题 , 在 每 个 周期 平行 四 边 形 中 , 函数 p 至 多 取 一 个 已 知 值 两 次 . 因为 p(zo) = p(—zo), 
所 以 如 果 220 Z Q, 图 数 取 任何 形 如 p(zo) 的 值 恰 好 两 次 . 反之 , 如 果 2zo € Q, 而 zo g Q, 那么 
如 我 们 刚 看 到 的 , RITA p'(zo) = 0, 于 是 方程 p(z) = p(zo) 以 zo 为 二 重 根 , 从 而 在 每 一 个 周期 
平行 四 边 形 中 , p 只 取 值 ph(zo) 一 次 . 

由 此 可 见 , 在 每 个 周期 平行 四 边 形 中 , 值 


ple1/2), ple2/2), p((ei + e2)/2) 
中 的 每 一 个 只 被 取 一 次 , 并 且 这 三 个 值 是 不 同 的 . 由 (5.9), 这 些 就 是 方程 
4z? — 20a2z — 28a4 = 0 (5.12) 
的 三 个 根 , 从 而 这 方程 有 三 个 不 同 的 根 . 总 之 , 我 们 证 明了 : 


命题 5.2 已 经 离散 群 Q, 系数 a: 及 a, 由 (5.5) 确定 的 方程 (5.12) 有 三 个 不 
同 的 根 . 而 且 对 于 代数 曲线 (5.10) 上 任何 点 (x,y) € C x O, 存在 一 点 并 且 只 有 一 点 
(mod.Q)z € C, 使 得 

p(2)= z, p'(z) =. 

以 后 我 们 要 看 到 (参看 第 六 章 85 第 3 段 ), 反之 , 给 出 形 如 (5.10) 的 任意 一 个 关 
RA, 其 中 右边 有 三 个 不 同 的 根 , 那么 存在 一 个 离散 群 O, 使 得 a, 及 a, 满足 (5.5). 
如 有 果 p 表示 关于 这 个 群 Q 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 , 那么 公式 x = p(z) y = p'(z) 给 出 
了 代数 曲线 (5.10) 的 一 种 参数 表示 式 . 


83. 全 纯 函 数 的 无 穷 乘积 

1. 定义 

1 (f(z)) 是 复 平 面 上 开 集 D 内 的 连续 函数 的 序列 . 如 果 下 列 两 条 件 成 立 , 那 
么 我 们 说 无 穷 乘 积 [] fal) 在 D 内 一 个 子 集 K 上 正规 收敛 ; 

1° Æ K 上 ,极限 式 lim f(z) = 1 一 致 成 立 , 特别 , 这 意味 着 在 K E, 对 于 充分 


大 的 n, f, — 1 的 模 < 1, 从 而 ljog 记 在 天 上 是 一 个 确定 的 函数 (我 们 取 对 数 的 主 支 ): 
2° 一 般 项 为 log 访 ( 它 对 充分 大 的 ”是 确定 的 ) 的 级 数 在 K 上 正规 收敛 
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我 们 可 给 出 一 个 条 件 , 使 其 与 上 述 条 件 1° 及 2° 相 结合 等 价 . 令 fn = 1+wn, 条 
件 1° 表明 序列 un 在 K 上 一 致 收敛 于 0. 当 un 很 小 时 ,log f, 及 u, 是 等 价 无 穷 小 ， 
从 而 条 件 2° 表明 级 数 yl un 在 K 上 正规 收敛 . 


总 之 为 了 使 得 无 穷 乘积 T[ f. EK 上 正规 收 北 ,必须 而 且 只 需 级 数 立 由 在 天 
上 正规 收敛 Í Í 
定义 THE GI K 是 含 在 开 集 D 内 的 任何 紧 集 , LIRE [fi 在 K 上 正规 


收敛 , 那么 我 们 说 这 乘积 在 D 内 任何 紧 集 上 正规 收敛 . 
一 个 必要 与 充分 的 条 件 是 : 如 果 令 f, = 1 十 wn, 级 数 un Æ D 内 任何 紧 集 上 


正规 收敛 . 如 果 是 这 样 , 当 no 无 限 增 大 时 , 乘积 TI Z, 在 DD 内 任何 紧 集 上 一 致 收 
敛 于 一 极限 f(z), 这 极限 显然 是 z 的 连续 函数 . 为 了 看 出 这 个 收敛 性 , 只 需 对 于 充分 
2. 全 纯 函 数 的 正规 收敛 乘积 的 性 质 


定理 1 如 果 函 数 fa 在 万 内 全 纯 , 并 且 如 果 无 穷 乘积 [fi E D 内 任何 紧 集 
上 正规 收敛 , 那么 f= fn ED 内 全 纯 .而 且 我 们 有 


J = fif2: fp (I fa). (2.1) 


n>p 
f 的 零点 集 是 函数 f, 的 零点 集 的 并 集 , 了 的 零点 的 阶 数 , 等 于 每 个 函数 f, 所 具有 的 


证 明 因为 /是 各 因子 为 全 纯 的 有 限 乘积 (在 任何 紧 集 上 一 致 收 伍 ) 的 极限 , 所 
以 f 是 全 纯 的 . 在 任何 相对 紧 的 开 集 U E, 结合 公式 (2.1) PARZ. 由 于 u, = 
fa- 1 在 U 上 一 致 收敛 于 0, `4 n 充分 大 时 , RKE fn Æ U 内 没有 零点, 于 是 定理 中 
最 后 的 结论 是 明显 的 . 

定理 2 在 定理 1 中 假设 下 , 亚 纯 函数 项 级 数 Y flin 在 DD 中 任何 紧 集 上 正 
规 收 敛 (按照 82 第 1 段 中 的 意义 ), 而 且 它 的 和 恰好 是 对 数 导 数 ff. 


证 明 设 U 是 D 内 相对 紧 的 开 集 . 对 于 充分 大 的 p, 函数 


gp = exp p log r.) (2.2) 
在 U 内 确定 , 并 且 全 纯 . H (2.1), 在 U 内 , 我 们 有 
= f + z, (2.3) 
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+= = (2.4) 


其 中 右边 的 级 数 在 D 内 任何 紧 集 上 一 致 收敛 . 事实 上 , 对 数 项 级 数 D log fn (在 任 


何 紧 集 上 一 致 ) KAF log g,, 因此 , 各 项 导数 的 级 数 (在 任何 紧 集 上 一 致 Ika P 
数 9%/g (参看 81 第 2 段 定理 2). 
比较 (2.3) 及 (2.4), 可 以 看 出 : 在 U E, 我 们 有 


f yh 
ETA 
其 中 级 数 在 U 内 任何 紧 集 上 正规 收敛 . 对 于 任何 U 都 有 这 一 结果 , 从 而 定理 得 证 


3. 例 sinrz 的 无 穷 乘积 展 式 


f(z)=z|]| ( 一 £) . (3.1) 


nzi 


由 于 数值 级 数 D5 收敛 , 级 数 L3 -在 平面 C 中 任何 紧 集 上 正规 收敛 , 从 而 上 列 


乘积 在 C 中 任 简 紧 集 上 正规 收 全 因此 f(z) 古 整 个 平面 上 的 全 纯 图 数 , 并 且 它 的 
零点 是 z 的 所 有 整数 值 . 它们 都 是 单 零点 . 
由 定理 2, 可 以 逐 项 求 对 数 异 数 , 这 样 就 得 到 在 平面 中 任何 紧 集 上 正规 收敛 的 亚 


纯 盟 数 项 级 数 : 
f G) _ 


OID EET 
我 们 已 经 看 到 62 第 3 BD), 这 级 数 的 和 是 


T g' (z) 


tg nz glz)’ 


其 中 已 令 g(z) = sinrz. FÆ f'/f = g'/g, 从 而 


(3.2) 


Jf (z) sin TZ 
一 一 = ce. 
z z 


还 只 要 确定 常数 c. 由 1), `M z 趋 近 于 0 时 , f(z)/z EF 1. 又 因 一 一 SIATZ 17 为 
极限 , 于 是 可 看 出 c=. 这 样 我 们 就 得 到 了 公式 


sinnz _ -TI ( 2) (3.3) 


n 之 1 
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4. T 函数 
对 于 每 个 整数 n > 1, JH TAA EREA pR 23 gn : 
z Z\ z 
ml) = 20 +2) (1+2) (1+ 2)" 


_ Z(+ +2) (z +n) p 
n! | 


(4.1) 


对 于 n > 2, 我 们 有 


mag T ta) a) no e 


如 果 |z| < r, 并 且 如 果 1 < r < n, 可 考虑 log f(z) 的 主 支 ; 如 果 - 充分 小 我 们 有 


r? r3 r2 
gfe 2 (和 二 <2— (4.3) 
因此 在 平面 中 任何 紧 集 上 , 级 数 S log f(z) 正规 收敛 , 从 而 在 平面 中 任何 紧 集 上 , 无 


FEE g- JI Z EAA. 这 乘积 的 值 是 一 全 纯 函 数 g(z), 即 函数 


n22 Jn—1 


gn = Jı f2- fn 


在 任何 紧 集 上 的 一 致 极限 . 
KA g 以 数 0, -1 一 2,… ,一 n,.… 作为 零点 , 它们 都 是 单 零 点 . 如 条 z 不 是 整 

数 , 可 作 商 
g(z) . gx. (z) . nz 


JEH nogh t1) ne% n+z+l1 (44) 
因此 亚 纯 函 数 -2 实际 上 是 全 纯 的 , 并 且 恒 等 于 = 我 们 还 有 
gD) = lm go = lim È =1 (4.5) 


EN 亚 纯 函数 1/g(z) 记 作 (2). 它 以 所 有 整数 n < 0 作为 单 极点 , 而 且 它 满 
足 关系 式 


LT(z+1)=2zI(z), Tr(1)=1. (4.6) 
这 两 式 显然 可 由 (4.4) 及 (45) 推出 . 由 (4.6) 就 整数 n> 0 BE, 得 


LT(n+1)= nl. (4.7) 


84. # (D) 的 紧 子 集 ` 131 : 
现在 来 计算 乘积 T(z) T- 2). 我 们 有 
g(z)g(1 — z) = Jim 2 Z> [I (1 — =) . (4.8) 


由 第 3 段 , 上 式 右边 等 于 —. 取 倒数 , 得 


T(z):T(1— z) = —, (4.9) 
在 上 式 中 特别 取 z = 5, 得 
1 
r) =v 
魏 尔 斯 特 拉 斯 无 穷 乘 积 . 应 用 (4.1), 显然 可 写 出 
gx (z) = z: - 1 十 < e 一 2/ p21 十 考 十 … 十 去 一 log mn) (4.10) 
M+) 


当 n 无 穷 增 大 时 , 指数 z (15t = -logn) 趋 近 于 Cz, 这 里 C 表示 欧 拉 常 
数 . 因此 在 (4.10) 中 取 极 限 , 则 得 


g(z) = = J] (( 十 ~) ec ; (4.11) 


而 且 读者 可 证 明 右 边 的 乘积 在 平面 中 任何 紧 集 上 正规 收敛 . 由 于 g = 1/1, 在 (4.11) 
两 边 取 对 数 导数 , 得 (参看 定理 2) 


r) 1 1 1 
FF 一 一 c+ (s i) (4.12) 
地 别 得 
由 此 特别 得 ra w" 
ü = im [F +5) (4-13) 
最 后 , 在 关系 式 (4.12) 中 逐 项 求 导数 (参看 82 第 1 段 ), 得 
d /I(z) 1 
dz (TO) = G Tn (4-14) 


EBE EREA (——) 的 级 数 (8 第 2 段 ) 当 z 是 正 实数 时 , (414) 
的 右边 显然 是 正 数 . 因此 对 于 实数 z > 0,logT(z) 是 z 的 本 函数 


84. 2Z(D) 的 紧 子 集 
我 们 要 讲 (D) 中 紧 集 的 特性 , 这 构成 过 去 所 谓 全 纯 函数 的 “正规 族 "理论 . 
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1. ZZ (D) 的 有 界 子 集 


现 给 出 问 量 空间 .和 pp(D) 的 有 界 子 集 的 定义 , 这 定义 只 是 对 任何 拓扑 向 量 空间 都 
适用 的 定义 的 一 个 特例 . 特别 , 同一 定义 适用 于 多 (D) 的 有 界 子 集 . 

定义 ERTE ACHID), 如 果 对 于 O 的 任何 邻 域 V(K,e), 存在 着 有 限 正 数 
À, 使 得 A c AV(K,e), 那么 子 集 4 是 有 界 的 . 这 里 我 们 把 V(K,e) 关于 原点 O, 比 
值 为 入 的 相似 映像 记 作 和 V(K,e). 

KRA A C AV(K,e) 表明 : 无 论 f 是 A 中 的 什么 函数 , 对 于 z e K, 我 们 有 
|f(z)| < Xe. 因此 ,为 了 使 得 D 内 全 纯 函 数 的 集 4 有 界 , 必须 而 且 只 需 对 于 任何 紧 集 
K c D, 存在 有 限 数 M(K), 使 得 对 于 任何 f € A 及 任何 z €E K, 我 们 有 


f(z2)| < M(K). (1.1) 


换 句 话说 , 如 果 函 数 f e 4 在 万 内 任何 紧 集 上 一 致 有 界 (显然 , 上 界 M(K) 依赖 于 
紧 集 K), 4 是 一 有 界 集 . 

如 果 A 是 2@(D) 的 有 界 子 集 , 那么 4 的 闭 包 也 是 有 界 的 (这 里 的 闭 包 是 D 内 
任何 紧 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 意义 下 的 ). 这 是 显然 的 , 因为 如 果 (1.1) 对 任何 f 8 A 
成 立 , 那么 它 对 属于 4 的 闭 包 的 任何 函数 也 成 立 . 

命题 1.1 从 HD) 到 ZAD) 的 映射 了 一 f' 把 任何 有 界 集 变 成 有 界 集 . 

这 可 从 381 第 2 段 中 用 来 证 明定 理 2 的 引 理 立即 推出 . 

2. 基本 定理 的 叙述 


已 给 复 平面 上 开 集 D 内 全 纯 函 数 的 空间 AD), 我 们 要 求 空间 2Z(D) 的 紧 子 
集 的 特征 性 质 . 

命题 2.1 如 果 ACHD) 是 紧 的 , 那么 4 是 闭 的 及 有 界 的 . 

证 明 因为 空间 2Z(D) 是 可 度量 化 的 (参看 81 第 3 Ez), 所 以 它 是 分 离 的 . A 
此 由 一 般 拓扑 中 的 一 个 经 典 结果 ,和 o(D) 的 任何 紧 子 集 是 闭 的 . 

还 只 要 证 明 : 如 果 4 是 紧 的 , 4 就 是 有 界 的 . 为 此 , 设 K 是 含 在 D 内 的 一 个 紧 
集 , 并 且 考 虑 从 空间 2 (D) 到 R. 的 映射 


f — sup | f (z): 
z€ K 


显然 , 这 是 一 个 连续 映射 , 因此 它 在 由 f < 4 所 组 成 的 紧 集 上 所 取 值 的 集 是 有 界 的 ， 
这 表明 f c 4 在 紧 集 K 上 一 致 有 界 . 这 结果 对 D 所 含 的 任何 紧 集 K 成 立 , 从 而 集 
A 正 是 向 量 空间 2D) 中 的 有 界 子 集 . 
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注意 ”命题 2.1 是 对 空间 2Z(D) 叙述 的 , 但 它 对 内 连续 函数 的 空间 .2e(D) 也 
适用 . 反 过 来 , 我 们 将 要 氢 述 的 命题 2.1 BU qhu, 却 只 对 D 内 全 纯 函数 空间 D) 
的 子 集 适用 . 


基本 定理 J@(D) 的 任何 有 界 闭 子 集 是 紧 的 . 
# 为 了 使 得 HD) 的 子 集 A 是 紧 的 , 必须 而 且 只 需 它 是 有 界 的 及 闭 的 . 


基本 定理 的 证 明 将 在 第 3, 4 及 5 段 中 进行 . 这 定理 的 一 个 等 价 的 形式 如 下 . 
2@(D) 的 任何 有 界 子 集 是 相对 紧 的 . 逆 命 题 也 是 正确 的 . 


3. 基本 定理 证 明 的 原则 


E À £ XD) 的 一 个 有 界 财 子 集 . 由 于 拓扑 空间 4 是 可 度量 化 空间 .22( D) 的 
一 个 子 空间 , 它 也 是 可 度量 化 的 . 为 了 证 明 4 是 紧 的 , 只 需 证 明 :4 中 元 素 的 任何 无 
穷 序 列 含有 收敛 于 A 中 一 元 素 的 无 穷 子 序列 . 

事实 上 , 由 拓扑 学 , 我 们 有 下 列 引 理 : 


EE 1 设 A 是 这 样 的 度量 空间 :A 中 点 的 任何 无 穷 序 列 含 有 收敛 于 4 中 一 点 
的 无 穷 序列 , 那么 4 是 紧 的 . 


证 明 jx (U;) 是 开 集 U, 所 组 成 的 4 的 一 个 履 盖 . 要 证 明 这 禾 盖 中 包含 一 个 有 
RA, 首先 证 明 : 

a) 存在 一 数 £ > 0, 使 得 任何 球 B(z,s) 至 少 含 在 一 个 U, 内 (用 B(x,e) 表示 心 
为 ze A, 半径 为 < WAJER). 

用 反 证 法 证 明 a) : 否则 我 们 应 有 点 z, e A 的 一 个 序列 以 及 数 en 的 收敛 于 0 的 
一 个 递减 序列 , 使 得 对 于 每 个 n, PR Blan en) 不 含 在 任何 一 个 U, 内 . 由 假设 , 序列 
(zn) 包含 一 个 收 伍 于 一 点 a € 4 的 无 穷 序列 . 我 们 可 假定 序列 (z,,) KAF a. iZ U, 
ER a 的 一 个 开 集 , 那么 U, 包含 一 个 球 B(a,7). RE n 充分 大 , 就 有 £n € B(a,r/2) 
以 及 en < r/2. 由 此 推出 , 对 于 充分 大 的 n, B(zn En) RE U, 内, 这 就 是 一 个 矛盾 .a) 
得 证 . 

现在 证 明 : 

b) 对 于 任何 s > 0, A 可 被 有 限 个 球 Blen, e) MET. 显然 , 结合 a) 及 b) 就 可 
推出 : 存在 有 限 个 开 集 U, 覆盖 A. 

我 们 又 用 反 证 法 证 明 b): 否则 应 有 点 z, E€ 4 的 无 穷 序列 , 各 点 的 相互 距离 > <. 
而 由 假设 , 可 从 这 序列 中 取出 一 个 收敛 子 序 列 , 由 此 显然 得 到 一 个 矛盾 . 这 样 完成 了 
引 理 1 的 证 明 . 


4. 一 个 引 理 


由 第 3 Ez, 问题 现 归结 为 证 明 : 如 果 4 是 含 在 XD) 内 的 有 界 集 , 那么 函数 
fk € 4 的 任何 无 穷 序列 含有 在 D 内 任何 紧 集 上 一 致 收敛 的 无 穷 序列 . 对 于 属于 有 
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界 集 的 全 纯 函 数列 的 收敛 性 , 下 列 引 理 是 一 个 有 用 的 准则 . 


引 理 2 A DÈSA zo 的 开 圆 盘 , 并 且 设 A 是 (DD) 的 一 个 有 界 子 集 . 为 了 
使 得 函数 f, E A 的 序列 收敛 (对 于 在 D 内 任何 紧 集 上 的 一 致 收敛 拓扑 ), 必须 而 且 
只 需 下 列 条 件 成 立 : 

C(zo) : 对 于 每 个 整数 n> 0,n 阶 导数 S (z0) 的 序列 有 极限 . 


(对 于 n = 0, 这 条 件 指 的 是 : 函数 f, 在 zo 的 值 的 序列 有 极限 .) 


证 明 条 件 C(zo) 是 必要 的 , 因为 对 于 每 个 n,n 阶 导数 fo) 的 序列 在 D 中 任 
何 罕 集 上 一 致 收敛 (81 第 2 段 定理 2). 还 只 需 证 明 由 条 件 C(zo) 可 推出 : 在 心 为 zo, 
半径 > 严格 小 于 圆 盘 D 的 半径 的 任何 紧 圆 盘 上 , 序列 (fi) 一 致 收敛 

取 ro > r, 而 使 ro 本 身 严格 小 于 D 的 半径 . 由 于 4 是 有 界 的 , 存在 着 有 限 数 
M, 使 得 


fr(z)| < M, 对 于 lz 一 zol < ro (A.1) 
考虑 全 纯 图 数 f, 的 泰勒 展 式 : 
fk(z) = > an, kz — zo)”. (4.2) 
n20 
由 柯 西 不 等 式 , 我 们 有 M 
[am | < (ro)” (4.3) 
因此 , 对 于 |z 一 zol < r, 我 们 有 : TE k K h 是 什么 正 整 数 ， 
f(D — (2) < Y lane — anair” + 2M Y (z) (4.4) 
O0<xn<p n>p ro 
由 于 r/ro < 1, 可 选取 充分 大 的 p, 使 得 
rN O e 
2M 2 (z) <> 


这 里 s 表示 预先 任意 给 定 的 一 数 > 0. 由 条 件 C(zo), 当 两 整数 及 h 同时 无 限 增 大 
时 , 对 于 每 个 n, Æ ank 一 ann 趋 近 于 0. 这 是 由 于 我 们 有 


Qn,k = = (m) (zo). 
于 是 可 选取 整数 ko, 使 得 我 们 有 : 


> Qn,k — ana |r” < > 对 于 k > ko,h 2 ko. 


O0<n<p 
因此 从 (4.4) 可 看 出 : 我 们 有 


[f(z2) — fa (z2)| < £, 对 于 k > ko,h > ko,|z — zol < r. (4.5) 
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这 证 明了 郴 数 f, 的 序列 在 心 为 zo, 半径 为 > 的 紧 圆 盘 上 一 致 收 伍 . 于 是 引 理 2 得 
证 . 
5. 基本 定理 的 证 了 明 


现在 我 们 能 够 证 明基 本 定理 (第 2 Ez). 
已 给 开 集 D 可 以 被 心 为 z; e DD 的 可 数 个 开 圆 盘 序 列 所 和 覆盖 . 对 于 每 个 整数 
n > 0 以 及 对 于 每 个 i, 考虑 线性 映射 


Az :HD) — C. (5.1) 


它 使 每 个 函数 了 E f (z) 相对 应 . 然后 考虑 属于 有 界 集 4 的 函数 fz 的 一 个 序 
列 , 用 N 表示 正 整 数 集 , 我 们 要 证 明 存 在 着 一 个 无 穷 子 集 N' c N, 使 得 对 于 每 一 对 
(¿, n), 
~ im, 和 (fx) 存在 . (5.2) 
而 对 于 每 个 i 及 每 个 n, 因为 f, 是 在 有 界 集 4 中 取 的 , JF HER An 是 连续 的 , 所 
以 当 指 标 & 在 NN 中 取 值 时 , 数 An(f,) 成 一 有 界 序列 . 把 可 数 个 映射 An 排 成 一 个 序 
列 , 记 作 jy:… ,pm,… 可 以 证 明 存 在 着 N 的 一 个 无 穷 子 集 N, 使 得 对 于 每 个 整数 
m > 1, 
im, Hm( fr) FTE. (5.3) 
为 此 , 我 们 应 用 “对 角 序 列 ” 法 . 因为 对 于 k eN, (fx) 的 序列 有 界 , 所 以 存在 
着 无 穷 子 集 Ni c N 使 得 
Jim ul k) 和 存在 . 


对 于 ke Ni u2(fx) 的 序列 有 界 , 因此 存在 着 无 穷 子 集 No c N, 使 得 
Jim ual fr AFE. 


N, D> N> D- D Nn. 
于 是 Nmy 是 Nm 的 无 穷 子 集 , 它 使 得 
lim ! Hm+1 (FFE. 


KENm+ 


现在 考虑 如 下 确定 的 无 穷 整数 序列 N: 对 于 每 个 整数 m > 1, 序列 N 的 第 m 
项 是 序列 Nm 的 第 m 项 . 序列 N' 是 严格 增 序列 , 并 且 显 然 , 序列 N' 中 从 第 m 项 
开始 , 所 有 整数 都 属于 Nm. 这 对 于 任何 m 成 立 , 从 而 序列 N 满足 条 件 (5.3), 证 完 . 
这 样 , 第 2 段 中 的 基本 定理 就 完全 证 明了 . 


注意 实际 上 , 以 上 所 作证 明 在 于 证 明 , 在 特殊 情况 下 , 紧 空间 的 (无 穷 ) 乘积 是 
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6. 基本 定理 的 几 个 推论 


我 们 常 应 用 下 列 原理 : 设 4 是 D 内 全 纯 函 数 的 有 界 集 . qe hik fi c 4 的 序 

只 有 一 个 凝聚 函数 ( 按 在 任何 紧 集 上 一 致 收敛 拓扑 的 意义 ), 那么 这 序列 是 收敛 的 
( 按 上 述 拓扑 意义 ). 

这 可 由 拓扑 中 关于 紧 空间 的 一 个 经 典 定 理 推出 . 作为 这 原理 的 应 用 , 首先 考虑 
开 集 D 是 连通 的 , 而 且 在 含 在 D 内 的 非 空 开 集 D 中 每 一 点 , 函数 f, 的 序列 简单 
收敛 的 情形 (收敛 性 是 指 : 对 于 每 一 点 z e D', fel) 的 序列 有 极限 ). 如 果 情 况 
EXIF, 并 且 如 果 fi 属于 一 个 有 界 集 , 序列 (fo 在 D 内 任何 紧 集 上 一 致 收 合 . 事 
KE, UWR f 及 ç 是 序列 fi 在 D 内 的 两 个 凝聚 全 纯 也 数 , 我 们 显然 有 : 在 任何 点 
z € D', f(z) = g(z), 由 此 推出 f 及 ç 在 D 内 和 恒 等 (根据 解析 开拓 原理 ). 

现在 考虑 满足 引 理 2 PF C(zo) WEARS f, 的 有 界 序列 情形 . 在 这 里 zo 
表示 D 中 一 点 . 这 时 如 果 D 是 连通 的 , 序列 ( f.) 在 D 中 任何 紧 集 上 一 致 收敛 . 事 
KE, WR f K 9 是 序列 (f) 的 两 个 凝聚 全 纯 隐 数 , 对 于 任何 整数 n > 0, 我 们 有 
f(z0) = g™ (zo), 从 而 根据 解析 开拓 原理 , f 及 9 恒 等 . 

我 们 也 可 考虑 这 种 情形 : D 内 全 纯 函 数 fi 的 有 界 序列 , 在 D HERTE E 
中 每 一 点 简单 收敛 , 而 总 假定 D 是 连通 的 . 这 种 序列 在 D 中 任何 紧 集 上 一 致 收敛 ， 
这 是 因为 如 果 f K ç 是 序列 (fi) 的 两 个 凝聚 全 纯 图 数 , 25 f(z)—g(z) 在 EB 中 任何 点 
为 零 , 而 由 于 D (连通 的 ) 内 不 恒 等 于 零 的 全 纯 函 数 的 零点 集 是 离散 集 , 差 f(z)— g(z) 
BEITE. 


>J 她 
1. £ f(z) 是 圆 盘 |z| < 1 内 全 纯 的 函数 , 并 且 假 定 f(0) = 0. 证 明 在 这 圆 盘 中 任何 紧 集 上 , 级 
数 x f(z”) 一 致 收敛 . (已 给 0 < r < 1, (在 圆 盘 |z| < r 内 ) 应 用 施 瓦 茨 引 理 , 对 于 |z] < r, 
用 [ap 与 一 常数 的 乘积 作为 |f(z”)| 的 上 界 .) 

2. 设 D 是 平面 C 上 的 一 个 连通 开 集 , 又 设 {f(z)} 是 D 内 全 纯 函 数 的 一 个 序列 , 而 且 假 定 这 
序列 在 D 内 任何 紧 集 上 一 致 收敛 于 不 恒 等 于 零 的 函数 f(z). WET 是 D PRR K 的 有 向 
边界 , 并 且 在 T 上, f(z) Z 0. 证 明 存 在 着 一 个 正 整数 N, 使 得 对 于 n > N, ÆT ERIE 
falz) £0, 并且 fn 及 f E K 中 的 零点 的 个 数 相同 . (如 果 M 是 |f(z)| 在 TT 上 的 下 确 界 ， 
并 且 如 果 选 取 N, 使 得 对 于 n> N K z e T, [fa (z) 一 了 f(z) < M, 那么 可 对 国 数 f(z) 及 
falz) 一 f(z) 应 用 鲁 软 定理 (第 三 章 习 题 19). 


由 此 推出 : 如 果 a 是 f(z) 的 零点 , 那么 存在 着 D 中 点 列 (an), 使 得 


liman =a, fn(an)=0. 


3. it r 是 满足 Im(7) > 0 的 一 复数 , 并 且 令 q = e. 证明: 在 变量 u 的 复 平面 C 中 任何 紧 


集 上 ,下列 两 级 数 一 致 收敛 : 
(— 1)"g™ emma 
oo < nm < + co 


2 , 
— > Da) et 


oœ <n <+ oo 


如 果 用 dolu) 01 (u) 表示 这 两 级 数 所 确定 的 (在 全 平面 ) 全 纯 的 函数 , 我 们 有 下 列 关系 
式 : 
dolu + 1) = volu), (u+ 1) = (aO, 


Volu + r) = —q e "yo(u), Vilu +T) = —q e 29, (u), 
T \ ， 一 1/4 一 iu 
vo (u + =) =q "e Vi(u). 


证 明 函 数 volu), 0 (u) 不 恒 等 于 零 (例如 可 证 明 


f ooa = + 25.) 


n21 


证 明 复 数 m + mr (其 中 m 及 n 是 整数 ) ERAR Wi (u) 的 零点 , 数 


1 
是 volu) 的 零点 . 由 计算 函数 h/h 在 适当 选取 的 周期 平行 四 边 形 边界 上 的 积分 , 证 明 无 其 
他 零点 . 


4. 设 a 是 一 实数 , 像 82 第 2 段 中 那样 , 证 明 下 列 等 式 : 


mi sh2na 3 1 1 
sinT(z 十 ai)sinr(z 一 ai) ` Ooo NZ tnai z+n+ai | 
并 且 由 此 导出 
T sh 27 a E 1 
a ch2ra-— cos2rz ` _ L I. (z +n)2 +a? 
5. 证 明 下 列 展 式 : 
1)"+ (人 Ən, _ 1) , 
= =s nr (i) 
COSTZ (n-i) — z2 
TtgTz = 2z >》 —— (ii) 
r> 1 (n — 2 z2 


H (i) 导出 : 我 们 有 
ll 3 5 7 


z 
4 
Ë 83 第 3 段 中 那样 , 由 (i) 及 Gi) 导出 下 列 公式 : 


costz = | | (4 一 == P ) | (iii) 


n21 
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第 五 章 全 纯 或 亚 纯 函 数 序列 的 收敛 性 , 级 数 、 无 穷 乘积 , 正规 族 
—1)” 
s= A T) (iv) 
(我 们 注意 
(cost/2—sint/2) __ 1 1+sint 
cost/2—sint/2 — 2 cost ) 
. 证 明 我 们 有 


d (T(N ad /U(z+1/2)N _ „d /T'(22) 
r(e) ta (TG) EAC 
(应 用 公式 (4.14) ) 通过 积分 , 由 此 推出 


T(z)T (z + 5) = e%“+bT(2z), aRbH KA. 


依次 令 z= 1/2,1, ME a X b. 
用 同样 方法 证 明 更 一 般 的 公式 : 对 于 任何 整数 p > 2, 
T(pz) = (2r) PY? pP? -1T 2)r (z + 3 T (z + P=) . 


(为 了 确定 积分 常数 S z 二 1/p,1. 可 应 用 公式 (4.9) ( 取 z = q/p,1 < q < p) 以 及 关系 式 


. . 2 . — 1 ` 
sin = sin Tsin £ m = p/2P_1 (对 于 p > 2) 计算 
p 


PO/PE(2/p)-- -Tp — up).) 


f e*t? tdt 
0 


在 任何 区 间 a < z < 》 上 一 致 收敛 , 这 里 0 < a < b. 由 此 推出 : 积分 /~ ete dt 在 半 平 
H Re(z) > 0 内 确定 一 个 全 纯 函 数 , 记 作 G(z). 
(ü) 证 明 : 对 于 实数 z > 0 以 及 整数 n > 1, 有 


. (i) 证 明 含 实 参数 z 的 积分 


T 


f 0i) t u e (D 


—t € ° t É —t 
( 先 证 明 不 等 式 1 一 t+/n < e 1/n <1-—t/n+t/2n, 然后 应 用 对 于 a > b > 0 成 立 的 不 等 
yÑ a” — b" < na™ t (a — b), HHI a = e™ "b =1-— t/n.) 


由 此 推出 ， _ 
lim f (' — 3 t* ld = f e £ ldt, 
n Jo n 0 


xF 0 < t < n, 有 


并 且 对 于 Re(z) > 0, 
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8. 求 函数 T(z) 在 极点 z = 一 n(n = 0,1,2,- ) 的 留 数 . 
9. 证 明 : 如 采 


2n 


1 
p(z) = -z + a22" + a42" +--+ anz 十 .…， 


ERA p(z) 在 原点 的 洛 妆 展 式 , 由 §2 中 微分 方程 (5.9) 可 递 推 求 出 as, (n > 3) 为 a2 及 
as 的 多 项 式 . 实际 求 出 a6, as. 


10. iZ P ERX p 的 周期 平行 四 边 形 . 证 明 : 如 果 a 及 6 是 两 复数 , AA 


11. 


p (z) 一 ap(z) — 8 (1) 


在 P 中 有 三 个 零点 , 并 且 其 和 等 于 一 个 周期 (应 用 第 三 章 85 命题 5.1 和 5.2). 由 此 推出 : 
WR u K u 是 满足 wu 土 v 关 0(mod.Q) 的 两 复数 , 那么 可 求 出 a 及 B, ERS (1) A u,v 
及 一 u 一 v FAFA. 再 由 此 推出 : BE u +u + u = 0, 我 们 有 


再 用 上 面 习 题 3 中 的 记号 . 证 明 无 穷 乘 积 
IÍ [(1 go le2mtu (1 _ qt eT?) 


nzi 
在 复 变量 u 的 整个 平面 上 确定 一 个 全 纯 函 数 flu) f(u) 的 零点 是 什么 ? 证 明 我 们 有 
f(u) = cdo (u), 
其 中 c 表示 一 常数 . 


(我 们 要 证 明 f(u)/do (u) 在 整个 平面 上 是 双 周 期 全 纯 函 数 , 并 且 要 应 用 第 三 章 85 中 命 
题 5.1 的 系 .) 


81. 一 般 概 念 , 实例 


1. 全 纯 变换 w= f(z) 当 f'(zo) Z 0 时 的 局 部 研究 


命题 1.1 设 内 = f(z) 是 在 zo 的 邻 域内 的 全 纯 函 数 ， 假定 f'o) Z O, 并 且 
令 wo = f(z0). 当 z 及 w 分 别 与 zo 及 w 充分 接近 时 , XAA u = f(z) 与 关系 
A z = g(w) 等 价 , 其 中 g 表示 在 wo 的 领域 内 (完全 确定 ) 的 全 纯 函 数 , 并 且 满 足 


g(wo) = zo. 


这 命题 可 由 第 一 章 $2 命题 9.1 推出 , 也 可 由 第 四 章 $5 命题 6.1 推出 . 
这 样 , 在 全 纯 变 换 的 导数 Z 0 的 一 点 之 邻 域内 , 其 逆 变 换 是 全 纯 变 换 . 而 且 用 上 
面 的 记号 , 导数 9 可 由 下 列 关 系 式 给 出 : 


w) = — 
s) = FP) 


特别 , 这 导数 在 点 wo 不 等 于 0. 
用 c 表示 不 为 零 的 复数 f'(zo). 与 变换 f 在 点 zo 相 切 的 ( 齐 次 ) 线性 变换 是 
变换 
W = cZ. (1.1) 


把 它 看 作 平 面 的 变换 , 这 是 一 个 直接 相似 变换 . 特别 , 这 变换 使 角 及 其 方向 保持 不 变 . 
换 句 话说 , 如 果 平 面 (z) 上 两 个 可 微 弧 y 及 y, 都 以 点 zo 作为 出 发 点 , 那么 通过 变 
换 w= f(z), 这 两 弧 变 换 成 出 发 点 为 wo 的 两 可 微 弧 , 而 且 它 们 在 点 wo 的 两 半 切 线 
所 形成 的 有 问 角 , ETI y 及 y, 在 点 zo 的 两 半 切 线 的 有 癌 角 . 因此 我 们 说 , 2241 
变换 w = f(z) 在 使 导数 f'(zo) Z 0 的 任何 点 zo 是 保 形 的 . 
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反之 , 平面 上 保持 角度 不 变 (不 一 定 使 角度 的 方向 不 变 ) 的 任何 ( 齐 次 ) 线性 变 
KA (1.1) 的 形状 , 或 者 有 下 列 形状 : 


W = cZ. (1.2) 


事实 上 , 如 果 卫 是 一 个 这 样 的 变换 , 那么 存在 着 一 个 直接 相似 变换 S, 使 得 复合 
变换 5-1 oT 使 实 坐 标 为 (1 0) 的 点 不 变 . 既然 S-lo T 保持 角度 不 变 , 点 (0, 1) 变 
换 为 (0,a), 其 中 a 是 实数 Z 0. 于 是 (1, 1) 变换 为 (1, a). 因此 向 量 (1, 1) 与 (1 0)、 
及 (1, a) 与 (1, 0) 所 成 的 角 相等 , 从 而 a = +1. 如果 a = 1, S! oT 是 恒 等 变换 , 从 
Im T =S 有 (1, 1) 的 形状 . 如 果 a = -1, 5-1o7 = U 是 关于 实 轴 对 称 的 变换 , 从 而 
T = SoU 有 (1.2) 的 形状 . 证 完 . 

在 (1.1) 情形 , 线性 变换 保持 角 的 方向 不 变 ; 在 (1.2) 情形 , 它 改变 角 的 方 回 . 现 
考虑 复 变 量 z = z+ i 的 平面 上 连通 开 集 D 内 所 确定 的 变换 w= f(z). BERA 
换 连 续 可 微 , 并 且 在 D 内 任何 点 , 其 雅 可 比 行列 式 Z 0. 如 果 这 变换 使 角度 保持 不 变 
( 换 句 话说 , 如果 在 D 内 每 点 的 切线 性 变换 属于 (1.1) 或 (1.2) 两 种 类 型 之 一 ), 那么 
在 D 内 每 一 点 , 下 列 两 关系 式 中 有 一 个 成 立 : 


这 两 关系 式 绝 不 可 能 在 D 内 某 一 点 同时 成 立 , 否则 f xT z 及 HIM T ATE 
这 点 要 同时 为 零 与 雅 可 比 行列 式 不 为 零 的 假设 相 了 矛盾. 因为 两 函数 2 及 = 是 
连续 的 , 所 以 D 内 使 两 函数 中 每 一 个 为 零 的 点 所 成 的 集 在 D 内 是 闭 的 , D 是 这 两 个 
不 相交 的 闭 集 的 并 集 , 又 因 D 是 连通 的 , 这 两 闭 集中 有 一 个 是 空 的 . 因此 只 有 两 种 
可 能 情形 : 或 者 在 D 内 任何 点 ， ol _ 0 (于 是 变换 是 全 纯 的 ); 或 者 在 D 内 任何 点 ， 
oJ = 0 (于 是 f 是 ;的 全 纯 函 数 ) 在 第 二 种 情形 , 我 们 说 变换 是 反 全 纯 的 . 总 之 : 

命题 1.2 为 了 使 得 平面 上 连通 开 集 D 内 雅 可 比 行列 式 到 处 Z 0 的 连续 可 微 
变换 使 角度 保持 不 变 , 必须 而 且 只 需 它 是 全 纯 的 或 反 全 纯 的 . 在 第 一 种 情形 , 它 使 角 
的 方向 保持 不 变 ; 在 第 二 种 情形 , 它 改变 角 的 方向 . 

2. 全 纯 变换 w= f(z) 当 F(z) = 0 时 的 局 部 研究 


首先 考虑 一 种 特别 情形 , 即 下 列 变换 情形 : 


w= zP, (2.1) 
其 中 p > 2 表示 一 整数 . z2 的 导数 在 z = 0 HF. mie qt 
z 一 wP (2.2) 


是 多 值 的 , 与 w0 的 每 个 值 相 对 应 , 有 z 的 p 个 不 同 的 值 . 因为 在 变换 (2.1) F, w 
的 辐 角 等 于 z 的 辐 角 的 p f, 所 以 这 一 变换 在 原点 不 能 使 角度 保持 不 变 . 我 们 看 到 ， 
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通过 变换 , 角度 要 乘 以 整数 p. 当 点 z 围绕 原点 转 一 圈 时 , w 按 同 一 方向 围绕 原点 转 
p E. 关于 z 所 摘出 的 闭 曲线 的 指标 以 及 变换 后 w 所 描 出 的 曲线 的 指标 , 请 读者 作 

现 人 研究 全 纯 变 换 w = f(z) 当 f'(z0) = 0 时 的 一 般 情 形 . 为 了 简化 , 假定 z = 
0, f(z0) = 0. 在 下 面 , KR f 在 0 的 邻 域内 不 恒 等 于 零 这 一 假定 是 主要 的 . 如 果 p 是 
f 在 原点 的 零点 的 重 数 , 那么 f 在 原点 的 泰勒 展 式 有 下 列 形状 : 


w = ce (1 + fi (z)), (2.3) 
其 中 常数 c Z 0, 函数 广 在 原点 全 纯 , 并 且 满足 户 (0) = 0. 令 
falz) = cL2(L 十 方 )22. 


KR fo 在 原点 的 邻 域内 全 纯 (选取 它 的 一 个 分 支 ), 并 且 我 们 有 f2(0) Z 0. 关系 式 
(2.3) 与 下 式 等 价 : 
w = (z falz). (2.4) 


A 


zf2(z) = t. (2.5) 


由 第 1 Ez, 从 这 关系 式 可 解 出 z = g(t), 其 中 9 在 0 的 邻 域内 全 纯 , 在 点 0 为 零 , 而 
H g'(0) Z 0. H (2.4), RIE t = wt, 从 而 最 后 得 : 


z = g(w!/?). (2.6) 


于 是 在 原点 的 领域 内 , XAA u = f(z) 与 形 如 (2.6) 的 一 个 关系 式 等 价 , 其 中 g 在 0 
的 领域 内 全 纯 , 在 原点 为 零 , 而 且 g'(0) Z 0. 

特别 , 对 应 于 与 0 充分 接近 并 且 关 0 的 每 个 值 w, 有 z 的 p 个 不 同 的 值 . 我 们 
说 , 对 于 w= f(z) 的 道 变换 (2.6), 原点 是 一 个 p 阶 临界 点 . 


3. 全 纯 变 换 
定理 A f 是 连通 开 集 D 内 不 恒 等 于 常数 的 全 纯 函数 . 那么 像 f(D) 是 平面 上 
的 一 个 开 集 . 


证 明 只 需 证 明 , 对 于 任何 点 zo € D, R f(D) 包含 f(z0) 的 一 个 邻 域 中 所 有 点 . 
f'(zo) # 0 情形 可 由 第 1 段 证 明 : 在 这 种 情形 下 ， 确定 从 zo 的 一 个 邻 域 到 f(zo) 
的 一 个 邻 域 上 的 同 胚 . f'(zo) = 0 情形 (函数 f 在 zo 的 邻 域内 不 恒 等 于 常数 ) 可 由 
第 2 段 证 明 : 在 这 种 情形 下 , 存在 着 zo 的 一 个 邻 域 , 在 这 邻 域内 , 函数 取 充 分 接 
近 于 f(zo), 并 且 Z f(zo) 的 每 个 值 p 次 . 于 是 在 所 有 情形 下 , 定理 得 证 . 
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注意 对 于 含 在 D 内 的 任何 开 集 D', 像 f(D') 是 一 开 集 . 我 们 说 映射 f 是 一 
开 了 映射 . 


# 如 采 f 是 连通 开 集 D 内 的 全 纯 单 叶 函 数 (参看 第 五 章 81 第 二 段 ), 那么 f 
是 D IFR f(D) Lú FE, 并 且 逆 映射 f-!1 在 f(D) 内 全 纯 . 


证 明 f 是 单 映 射 , 并 且 是 连续 开 映 射 . 因为 f 是 开 的 , 所 以 它 的 逆 映 射 六 1 
EER. 又 由 于 f 是 单 叶 的 , 根据 第 2 Bt, 在 任何 点 zo € D, f(z) Z 0. 因此 根据 
第 1 段 , f 1 在 每 点 f(z0) 全 纯 . 


定义 R D 是 变量 z 的 平面 上 的 开 集 , D' 是 变量 w 的 平面 上 的 开 集 . 所 谓 D 
到 D 上 的 同 构 , 就 是 由 一 全 纯 映射 f 所 确定 的 一 个 同 胚 , 而 逆 映 射 也 是 全 纯 的 . 


由 上 列 系 可 以 推出 , 只 要 D 内 的 一 个 全 纯 映 射 是 单 叶 的 , 它 就 是 D 到 它 的 像 
f(D) 上 的 一 个 同 构 . | 


注意 上 列 定义 及 结论 不 仅 可 用 于 复 变 量 平面 上 的 开 集 D, 而 且 更 一 般 地 可 用 
于 黎 受 球面 上 的 开 集 D, 映射 f 也 可 在 黎 曼 球面 上 取 值 . 


4. 多 叶 全 纯 变换 的 实例 

即今 导数 f'(z) 到 处 2 0, 函数 f 也 可 能 是 多 叶 的 ( 即 非 单 叶 的 ). 最 简单 的 例子 
是 变换 

WwW = e“, 
El 27i 为 周期 的 周期 函数 . 它 把 带 形 a < Im z < b 变换 为 满足 
a < argz < b 
HJ AA w 的 集 . 为 了 使 得 上 述 变换 在 带 形 中 是 单 叶 的 , 必须 而 且 只 需 
b — a < 2r. 
作为 例子 , 我 们 研究 变换 w = cos z. 当 z 是 r 的 整数 倍 时 , 其 导数 为 零 . 我 们 有 
w = cos z = z(e" + e tz). 
因此 变换 w= cos z 是 下 列 两 变换 的 复合 : 
t= 及 w= (t+ 1/4). 
现 人 研究 逆 变 换 . 如 果 任 意 给 出 u, 与 它 对 应 有 t 的 两 个 值 , 即 二 次 方程 


t —2wt+1=0 
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的 两 个 根 , 其 积 等 于 1. 如 果 w Z +1, 这 两 个 根 不 相等 . 与 每 个 根 相 对 应 , 有 z 的 无 
穷 个 值 , 这 些 值 可 从 其 中 一 值 加 上 27 的 任意 整数 倍 而 推出 . 
& z=zr+igu=u+i(ruu,u, 是 实数 ). 我 们 有 


u = chy cos x, v= —shy sin z. 
如 果 取 定 y, 当 z 变动 时 , 点 (u,v) Hh 8858 
u? y? 
— m + — 一 
ch2y sh2y 


(如 果 z 在 长 为 2r 的 区 间 中 变动 , 点 (w,v) 描 出 这 椭圆 一 次 ). 如 果 取 定 z, 当 y 变 
动 时 , 点 (u,v) 描 出 双 曲 线 


u? v? 
cos27 sin? r 


两 文中 的 一 文 . 

为 了 研究 w 作为 z 的 函数 怎样 变动 , 根据 周期 性 , 只 需 让 z 从 —z 变 到 +z, 而 
y 从 -oo 变 到 +oo. 但 是 如 果 我 们 把 z 换 成 -z,w PÆ. 因此 我 们 只 让 z 从 0 变 到 
r. 如 果 把 y 换 成 —y, 但 不 改变 x, 那么 u PÆ, 而 o 换 成 了 —u. 因此 关于 实 轴 为 对 
称 的 两 点 w 及 w, 与 关于 实 轴 为 对 称 的 两 点 z 及 zo 相对 应 . 最 后 , 只 需 让 z 从 0 
变 到 z, 让 y 从 0 变 到 +0. 于 是 设 D 为 开 集 . 


0<Z<7T， y>0. (D) 


先 让 点 z= z+ iy E D 的 “有 向 边界 ”: 1° 当 z BA o0, y 从 +oo 递减 到 0 
时 , w 在 实 轴 上 从 十 oo 递减 到 +1; 2° H y 取 作 0, z 从 00 递增 到 rr 时 , w 在 实 轴 上 
从 +1 递减 到 -1; 3。 当 z 取 作 等 于 r, y 从 0 递增 到 +oo 时 , w 在 实 轴 上 从 —1 28 
RAJ —co. 因此 映射 w = cos z 把 万 的 边界 同 豚 映 射 到 实 轴 上 . 

读者 可 证 明 D 被 同 胚 映射 到 下 半 平 面 o < 0 E. 准确 地 说 , 当 点 z 摘出 线段 
y = yo (常数 > 0), 而 xz 从 0 递增 到 时, 点 忆 描 出 下 半 平 面 v< 0 中 以 +1 及 一 1 
为 焦点 , 以 chy 为 长 半 轴 及 shyo 为 短 半 轴 的 半 椭 圆 一 次 , 并 且 只 描 出 一 次 . KA z 
描 出 半 直 线 z = zo(0 < zo < r), M y 从 0 递增 到 +co 时 ,点 w 描 出 下 半 平 面 w<0 
中 以 +1 及 —1 为 焦点 , 以 | cos zo | 及 sin zo 为 半 轴 的 双 曲 线 的 一 个 半 广 一次, 并 
且 只 摘出 一 次 . 

带 形 0<z <r(y 从 -oo 变 到 +oo) 被 同 胚 映射 到 除去 (在 实 轴 上 的 ) 两 个 半 
直线 w > +1 K u < —1 的 平面 上 . 

关于 角度 , 我 们 注意 到 , 变换 w = cos z 使 在 z = 0 及 z = z 中 每 一 点 处 的 角度 
增加 了 一 倍 (D 的 边界 上 的 直角 变换 成 为 平角 ). 这 与 cos z 的 导数 — sin z ERER 
有 单 零点 这 一 事实 相应 . 在 的 内 部 , 变换 保 角 . 如 我 们 已 经 看 到 的 , 它 把 平面 (z) 
上 坐标 轴 的 平行 线 变 换 成 共 焦 点 的 椭圆 及 双 曲 线 . 
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82. 保 形 表示 


1. 问题 的 陈述 


设 D K D 是 歼 曼 球面 S5 上 的 两 个 连通 开 集 . 我 们 要 问 : ESFERA DA) D 
上 的 一 个 同 构 ? 或 即 是 否 存 在 着 D 到 D 上 的 一 个 单 叶 全 纯 映 射 ? 使 这 问题 有 解 的 
一 个 必要 条 件 在 性 质 上 纯粹 是 拓扑 的 : 必须 D 及 D 是 同 胚 的 . 事实 上 , 任何 同 构 是 
一 同 胚 . 例如 , 如 果 D 是 单 连通 的 , D' 也 必须 是 单 连通 的 .上述 必 要 条 件 不 是 充分 
的 , 下 列 定 理 就 可 表明 这 一 点 : 


定理 1 平面 C 与 开 圆 盘 |z |< 1 不 是 同 构 的 (虽然 它们 是 同 胚 的 )， 

证 明 假定 存在 着 C 到 圆 盘 | z |< 1 上 的 一 个 同 构 f. 那么 f 是 有 界 全 纯 函 数 ， 
因此 由 刘 维 尔 定 理 , 它 是 常数 . 由 于 f 是 单 叶 的 , 这 样 就 得 到 了 一 个 矛盾 . 

2. D 的 目 同 构 


假定 至 少 存在 着 D 到 D 上 的 一 个 同 构 f, 并 且 想 求 D 到 D 上 的 所 有 同 构 g. 
变换 5 = fog 是 DD 到 其 本 身上 的 一 个 同 构 , 换 句 话说 , 它 是 D 的 一 个 自 同 构 . 我 
们 有 


g= f o S. (2.1) 


反之 , 如 果 5S 是 D 的 一 个 自 同 构 , (2.1) 所 确定 的 变换 ç 是 D 到 D 上 的 一 个 
同 构 . 这 样 , 把 D 的 任 一 自 同 构 与 p 到 D' 上 的 一 个 特殊 同 构 f 相 结合 , 我 们 得 到 
D 到 D 上 的 所 有 同 构 . TA, D 的 所 有 自 同 构 组 成 一 个 群 T(D). 而 且 如 果 f E: p 
到 D 上 的 一 个 同 构 , 映射 5 一 fo50of-! 是 群 T(D) 到 群 TLD') 上 的 一 个 同 构 . 

在 下 列 例子 中 , 对 于 某 些 特殊 的 开 集 , 我 们 要 具体 求 出 群 T(D). 
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3. 复 平 面 的 和 目 同 构 


在 这 里 取 整 个 复 平 面 C 作为 D. W z 一 f(z) E: C 的 一 个 自 同 构 ; 函数 f(z) 
在 C 内 全 纯 ; 因此 一 开始 只 有 两 种 情形 是 可 能 的 : 

1° f 以 无 穷 远 点 作为 本 性 奇 点 ; 

2° f 是 一 多 项 式 . 

我 们 将 看 出 情形 1° 是 不 可 能 的 : 因此 f 是 单 叶 的 , 所 以 f 所 作出 的 环形 | z |> 1 
的 像 与 f 所 作出 的 圆 盘 | z |< 1 的 像 不 相交 , 而 圆 盘 | z |< 1 的 像 是 一 非 空 开 集 . 
此 | z |> 1 的 像 不 是 在 整个 平面 稠密 , 于 是 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 (第 三 章 $4 4 Ez), 
无 穷 远 点 不 是 f 的 本 性 奇 点 这样, f 是 次 数 n > 1 的 一 个 多 项 式 , 由 达 明 贝尔 定 
JH 方程 f(z) =u 有 7 个 不 同 的 根 (除了 w 取 特 别 的 值 外 ). 而 由 假设 , f 是 单 叶 的 . 
由 此 断定 n = 1. 于 是 我 们 证 明了 下 列 定理 : 


定理 2 C 的 自 同 构 群 由 线性 变换 


z—az+b, a#0 (3.1) 
所 组 成 . 
当 a= 1 时 , 变换 (3.1) 是 一 平移 , 它 没有 不 动 点 , 反之 , 当 a 关 1 时 , 变换 有 唯 
一 的 不 动 点 , 即 
我 们 注意 到 , 变换 (3.1) 形成 平面 C 上 的 一 个 传递 群 . 换 句 话说 , 给 出 任意 两 点 
Z1 K Z2, 在 群 中 至 少 有 一 个 把 Z1 变 成 Z2 的 变换 . 容易 定 出 一 点 Zo 的 稳定 子 群 , 即 
使 点 zo 不 动 的 变换 的 子 群 . 例如 原点 的 稳定 群 由 直接 相似 映射 z — az 所 组 成 . 


4. 黎 曼 球面 的 自 同 构 
考虑 单 应 变换 


az + b 
cz +d' 
如 果 我 们 用 同一 复数 Z 0 RER a,b, c,d, 仍然 得 到 同一 变换 . 因此 必须 总 是 把 系数 
a,b,c, d 看 作 除 去 相差 一 常数 因子 外 , 是 确定 的 . 
这 种 变换 在 黎 曼 球面 S, 上 确定 ,并 且 在 黎 曼 球面 S PE. 确切 地 说 ， 对 于 
z = oo, WR c Z 0, 我 们 有 u = a/e. WR c= 0 (由 此 推出 a Z 0), 就 有 w= co. 每 
个 变换 (4.1) 有 逆 变 换 


ad — be £ Q. (4.1) 


dw — b 
一 CU +a’ 


这 表明 每 个 单 应 变换 (4.1) 是 S, 到 S, 上 的 一 个 同 胚 . 


z = (4.2) 
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这 样 , (4.1) 形 的 变换 组 成 黎 曼 球面 S, 的 一 个 目 同 构 群 G. 我 们 要 证 明 : 
定理 3 除了 单 应 变换 (4.1) 外 , AZRE S, 没有 其 他 自 同 构 . 


证 明 考虑 G 中 使 S, 上 无 穷 远 点 为 不 动 点 的 变换 所 构成 的 子 群 . 这 是 相应 于 
c= 0 的 变换 , 又 因 d Z 0, 可 假定 d = 1. 换 名 话说 , G 中 使 无 穷 远 点 为 不 动 点 的 变换 
的 子 群 , 就 是 平面 C 上 所 有 自 同 构 w = az + b 组 成 的 群 (定理 2). 因此 这 一 子 群 也 
是 S, 的 使 无 穷 远 点 为 不 动 点 的 所 有 上 自 同 构 组 成 的 群 。 于 是 定理 3 可 由 下 列 一 般 性 
的 引 理 推出 : 

引 理 jJ D 是 歼 曼 球面 S, 上 一 个 开 集 , 又 设 G 是 D 的 所 有 自 同 构 组 成 的 群 
FUD) 的 一 个 子 群 . 假定 下 列 条 件 成 立 : 

a) G 在 DD 内 是 传递 的 ; 

b) 至 少 D 中 有 一 点 的 稳定 子 群 含 在 G Ñ. 

那么 G 是 D 的 所 有 自 同 构 组 成 的 群 . 


引 理 的 证 明 Z SeT(D), 又 设 z € D, 其 稳定 子 群 含 在 G W. 由 于 G 是 传 
递 的 , 存在 着 Te G, 使 得 T(z0) = S(zo). 因此 变换 T- oS e P(D) 使 点 zo 不 动 , 从 
而 它 属于 G. 于 是 S= T o(T-1o S) 属于 G. 证 完 . 


5. 单 应 变换 群 的 几何 研究 , 半 平 面 及 圆 盘 的 等 价 性 
当 c Z 0 时 , 变换 (4.1) 可 写成 熟知 的 标准 形状 : 


a (bc— ad)/ce° 
. z+d/c ` 


由 此 可 见 , (4.1) 由 下 列 变 换 组 成 : 


(5.1) 


1 a 
z1 一 Z 十 ~-， 加 二 一 ，23 一 kz2， 贡 一 23 十 一 
C Z1 C 


$ k= “二 到 ) ,其 中 每 -变换 是 一 种 特殊 类 型 的 单 应 变换 , 于 是 任何 单 应 变换 为 


FH. EE Z 0 的 相似 变换 以 及 反 演 对 称 变换 所 组 成 (所 谓 反 演 对 称 变换 是 形 如 
2 = 1/z 的 变换 . 事实 上 , 这 种 变换 由 关于 实 轴 的 反射 以 及 关于 心 为 0 , 半径 为 1 的 
圆 的 反 演 组 成 )) 上 列 结果 是 对 变换 (4.1) 在 c Z 0 时 证 明 的 . 在 c = 0 BF, 这 一 结果 
也 显然 正确 ， 由 此 推出 , 任何 单 应 变换 把 圆 或 直线 变换 成 为 圆 或 百 线 (直线 可 看 作 
过 无 穷 远 点 的 圆 ). 另 一 方面 , 由 于 单 应 变换 是 S, 到 S, 的 全 纯 映射 , 它们 是 保 形 的 ， 
特别 , 它们 把 正 交 的 圆 (或 直线 ) 变换 成 正 交 的 圆 (或 直线 ). 

任 给 两 圆 (或 直线 ), 总 存在 着 一 个 单 应 变换 , 使 这 两 圆 (或 直线 ) 能 相互 变换 . Fr 
别 , 存在 着 一 个 单 应 变换 , 把 实 轴 y = 0 变换 为 单位 圆 . 例如 只 需 取 变 换 


z— í 
z+ 


w 一 


(5.2) 
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为 了 证 明 这 一 点 , 只 需 证 明 实 轴 上 特殊 三 点 (例如 0,1 及 oo) 变换 为 单位 圆 上 的 点 
(在 这 里 , IA w= -—1,w = —¿ 5 z = 1). 

事先 知道 , 把 实 轴 变 为 单位 圆 的 单 应 变换 , 把 以 实 轴 为 边界 的 一 个 半 平 面 变换 为 
单位 圆 的 内 部 , 而 把 男 一 半 平 面 变 换 为 单位 圆 的 外 部 (包括 无 穷 远 点 ). 在 变换 (5.2) 
的 情形 , 由 于 点 z = i 变换 为 w = 0, 上 半 平 面 y > 0 变换 为 圆 盘 | w |< 1. 


6. 半 平 面 及 单位 圆 盘 的 自 同 构 


用 P 表示 上 半 平 面 y > 0, B 表示 开 圆 盘 |w| < 1. 由 第 2 段 的 未 尾 , 变换 (5.2) 
建立 了 群 T(P) 到 群 T(B) 上 的 一 个 同 构 . 现在 要 明显 地 求 出 上 述 两 个 群 . 
我 们 已 求 出 黎 曼 球面 上 所 有 自 同 构 的 群 . 在 这 些 自 同 构 中 , 把 实 轴 y = 0 变换 
为 其 本 号 的 变换 成 一 子 群 , 这 是 下 列 单 应 变换 的 子 群 : 
az + b 
cz + d' 
其 中 系数 wb cd 是 实数 . 事实 上 , 显然, 如 果 系 数 是 实数 , 变换 (6.1) 把 实 轴 变换 为 
EEH. 反之 , 如 果实 轴 被 变换 为 其 本 身 , 那么 系数 a,b,c, d 除了 可 相差 一 因子 外 , H 
一 组 实 系数 线性 方程 所 确定 , 考虑 实 轴 上 不 同 的 三 点 z1, z2, za, 并且 取 这 些 点 变换 而 
得 的 点 为 实数 , 就 可 得 到 这 一 方程 组 . 
由 于 (6.1) 的 系数 的 确定 可 以 相差 一 个 实数 z 0 的 因子 , 在 (6.1) P, 我 们 可 假 
Æ ad — bc = +1. 容易 看 出 , 在 变换 (6.1) P, 把 上 半 平 面 y > 0 变换 为 其 本 身 的 是 满 
足 ad — be= 1 的 变换 . 为 了 证 明 这 一 点 , 只 需 证 明 一” 的 实 部 > 0. 变换 (6.1) 中 
满足 ad — bc = 1 BJ, ÉRE T(P) 的 一 个 子 群 G, 这 里 T(P) 是 半 平 面 P 的 所 有 自 
同 构 之 群 . 除了 可 能 相差 +1 的 因子 外 , G 中 每 个 变换 确定 一 组 系数 a,b,c, d. 


定理 4 上 述 群 G 包含 半 平 面 已 的 所 有 自 同 构 . 


当 证 明了 这 定理 时 , 可 推出 半 平 面 PP 的 每 个 自 同 构 可 开拓 成 为 黎 曼 球面 上 的 自 
同 构 , 这 在 事先 完全 不 是 显然 的 . 

为 了 证 明 G = T(P) , 先 注 意 到 群 G 在 半 平 面 P 内 是 传递 的 . 事实 上 , 通过 G 
中 适当 的 变换 , 点 i 可 变换 为 半 平 面 中 任 一 点 a 十 记 (b > 0). 这 是 可 立即 看 出 的 . 如 
采 我 们 能 证 明 半 平面 中 一 点 (例如 点 z = 的 稳定 群 被 包 含 在 G 内 , 那么 由 第 4 段 
的 引 理 , 定理 4 得 证 . 因此 归结 为 证 明 点 i 的 稳定 群 是 由 单 应 变换 组 成 的 . 

变换 (5.2) 确定 这 个 稳定 群 到 TT(B) 的 一 个 子 群 | w |< 1 上 的 同 构 , 这 一 子 群 是 
由 圆 盘 | w |< 1 的 使 圆心 O 不 动 的 自 同 构 所 组 成 . 于 是 只 需 证 明 : 

命题 6.1 如 果 圆 盘 | z |< 1 的 一 个 自 同 构 使 O 不 动 , 那么 它 是 一 个 旋转 z 一 
ze ,其 中 0 是 某 一 角 . 


证 明 设 > 一 f(z) 是 单位 圆 盘 的 一 个 目 同 构 , 并 且 满 足 f(0) = 0. 由 施 瓦 次 引 
JH (第 三 章 $ 3), 对 于 满足 | z |< 1 的 任何 z, 我 们 有 


ad — bc Z 0, (6.1) 
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FOISE 
IBD R3EB IEE aye, 也 可 得 


|z] <6) ]. 


比较 上 两 个 等 式 , 我 们 得 到 | f(z) |=| z | . 于 是 再 应 用 施 瓦 获 引 理 , 就 有 f(z) = cz, 
其 中 c 是 模 为 1 的 一 个 常数 . 证 完 . 
这 样 , 同时 完成 了 定理 4 的 证 明 . 作为 练习 , 在 上 半 平 面 y > 0 的 所 有 目 同 构 群 
中 , 明显 定 出 点 z = i 的 稳定 子 群 . 通过 变换 (5.2), 在 单位 圆 盘 的 目 同 构 群 中 , 点 0 
的 稳定 子 群 变换 为 上 述 点 z = i 的 稳定 子 群 . 我 们 求 出 依赖 于 实 参数 9 的 变换 : 
Z + tg? 
] 一 ztgs 
为 了 定 出 单位 圆 盘 | z |< 1 的 自 同 构 群 , 原则 上 只 需 用 (5.2) 变换 上 半 平 面 的 目 
同 构 群 . 但 是 我 们 要 用 直接 的 方法 来 求 . 问题 在 于 定 出 所 有 的 单 应 变换 
, az+b 
T ztd 
使 得 它们 把 圆 zz — 1 = 0 变换 为 圆 xz -1= 0, 并 且 把 开 圆 盘 1 — zz > 0 变换 为 开 
HA 1 - zz > 0. 上 列 第 一 个 条 件 表 明 , 无 论 z 是 模 为 1 的 什么 数 , 我 们 有 


Z — 


(az + b)(az + b) = (cz + d)(€z + d). 


由 此 推出 
ab = cd (6.2) 
以 及 
aa — c€ = dd — bb. (6.3) 
于 是 我 们 有 


| — zig (dd bb) U — 22) 
| | ez + d |? 


并 且 为 了 使 得 由 1- zz > 0 可 推出 1 — zz > 0, 必须 而 且 只 需 


dd — bb > 0. (6.4) 


° |o 
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又 由 (6.3) , 
al=| dl. 
于 是 
d 
az+b a 2 十 人 一 Z + zo 
cz+d d l+ AZ | 1 + zoz’ 
d 


其 中 0 是 实数 , zo 是 满足 | zo |< 1 的 复数 . 
总 之 ， 我 们 证 明了 : 


命题 6.2 单位 圆 盘 的 自 同 构 群 由 下 列 形状 的 单 应 变换 所 组 成 : 
/ io Z + 20 


= e) 一 一 一 ， 0 是 实数 ， < 1. 6.5 
z e TE Æ 头 | zo | ( ) 


83. 保 形 表示 的 基本 定理 


1. 基本 定理 的 叙述 


我 们 提出 下 列 问 题 : 已 给 平面 C 上 的 一 个 开 集 D, D 到 单位 圆 盘 |z| < 1 上 
的 所 有 同 构 (如 果 有 同 构 的 话 ). 这 种 同 构 存 在 的 一 个 必要 条 件 如 下 : 

D 必须 是 单 连 通 的 , 并 且 不 是 C. 

因为 D 必须 与 单 连通 的 开 圆 盘 同 胚 , 所 以 上 述 第 一 个 条 件 是 必要 的 . 由 于 82 第 
1 段 中 定理 1, 条 件 D Z C 是 必要 的 . 下 列 基 本 定理 断定 这 些 必要 条 件 也 是 充分 的 . 


基本 定理 ”平面 C 上 不 是 C 的 任何 单 连通 开 集 D 与 开 圆 盘 | z |< 1 AH. 


第 3 及 4 段 中 将 作出 证 明 . 首先 , 我 们 注意 D 到 | z |< 1 上 的 任何 同 构 由 一 
个 特殊 的 同 构 以 及 单位 圆 盘 的 任 一 自 同 构 组 成 . 由 于 单位 圆 盘 的 自 同 构成 一 传递 群 ， 
我 们 看 出 , 如 果 有 一 个 D 到 单位 圆 盘 上 的 同 构 , 那么 有 一 个 同 构 把 任意 选 定 的 一 点 
zo € D 变换 为 圆 盘 的 心 O. 于 是 我 们 可 对 所 求 同 构 f 加 上 条 件 


f(z0) = 0. (1.1) 


其 次 , 单位 圆 盘 的 心 的 稳定 群 由 围绕 0 的 旋转 组 成 (82 命题 6.1), 因此 可 对 同 构 / 
加 上 补充 条 件 
广 (2z0) > 0. (1.2) 


总 之 , 如 末 所 求 同 构 f 存在 , 条 件 (1.1) 及 (1.2) 就 完全 确定 了 它 . 
现在 立即 叙述 基本 定理 的 两 个 系 : 


R1 平面 C 上 都 不 是 C 的 两 个 单 连通 开 集 D. 及 D AH. 
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我 们 注意 到 , 由 于 $2 (第 1 段 ) 中 定理 1, 任何 不 是 C 的 单 连通 开 集 万 不 与 C 
同 构 . 然而 ， 


系 2 平面 C 上 两 个 单 连 通 开 集 Di 及 D, 总 是 同 胚 的 . 


事实 上 , WR D, 及 D: 都 不 是 C, 由 系 1 即 可 推出 结论 . 如 果 两 者 中 有 一 个 等 
于 C, 根据 圆 盘 | z |< 1 与 平面 C 同 胚 可 推出 结论 . 


2. 化 为 有 界 区 域 情形 


命题 2.1 设 DD 是 满足 基本 定理 中 假设 的 一 个 开 集 , 那么 D 到 平面 C 的 一 个 
有 界 开 集 上 有 一 同 构 . 


”事实 上 , 由 假设 , 存在 着 一 点 a € D. 在 D IÑ, 考虑 函数 log (z — a). 因为 D 是 单 
连通 的 , 所 以 可 选取 它 的 一 个 分 支 g(z) (参考 第 二 章 81 第 7 Et). 在 D 内 全 纯 的 函 
数 g E D 内 是 单 叶 的 , 这 是 由 于 从 关系 式 g(z1) = g(z2) 可 推出 


e9(4) — e9(2) 亦 即 2 — a= zə— a. 


选取 一 点 zo € D, 函数 g 在 D 内 取 心 为 g(z0) 的 一 个 圆 盘 E 内 所 有 值 (参看 
81 第 1 Ez). 如 果 把 这 圆 盘 平移 27i, 那么 由 于 函数 9 是 单 叶 的 , 我 们 得 到 一 个 圆 盘 . 
其 中 任何 点 都 不 属于 D 在 g 下 的 像 , 由 此 推出 函数 

1 
g(z) — g(zo) — 274 

在 D 内 全 纯 、 单 叶 并 且 有 界 . 因此 它 确定 开 集 D 到 平面 C 的 一 个 有 界 开 集 上 的 同 
FJ, 命题 2.1 得 证 . | 

此 后 我 们 假定 D 是 有 界 的 . 应 用 平移 及 位 似 变换 , 可 假定 zo = 0, 而 且 p 含 在 
圆 盘 | z |< 1 内 . 此 后 将 经 常 作 这 些 假设 . 


3. 一 个 极 值 性 质 
命题 3.1 设 4 是 万 内 满足 下 列 两 条 件 的 全 纯 单 叶 函 数 f 的 集 : 


f 0)=0, XFTTze D, |f(z)| < 1. (3.1) 
为 了 使 得 在 映射 了 下 的 像 D 恰好 是 单位 圆 盘 , 必须 而 且 只 需 当 f £ 4 中 变动 时 
| f'(0) | 是 可 能 取得 的 值 中 的 最 大 值 . 
证 明 1° 条 件 是 必要 的 . i f c A, 并 且 设 D 是 在 f 下 的 像 . 设 ç 是 D 到 单 
位 圆 盘 上 的 一 个 同 构 , 并 且 满 足 g(0) = 0. RITE f = ho g, 其 中 凡是 单位 圆 盘 到 映 
IT f 的 像 D' 上 的 一 个 同 构 , 而 且 h(0) = 0. 由 柯 西 不 等 式 , 我 们 有 | (0) |< 1, 而 
有 目 等 式 只 有 在 h 是 单位 圆 盘 的 一 个 自 同 构 时 才能 达到 . 因此 


| F (0) |<] g'(0) |. 
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2° 条 件 是 充分 的 . 为 了 看 出 这 一 点 , 我 们 要 证 明 , 如 果 f e A, 并 且 如 果 有 一 点 
a (而 | a |< 1) 不 属于 映射 f 下 的 像 , 那么 存在 着 一 个 g € A, 使 得 
| 9 (0) |>| f°(0) | . 
为 此 , 先 考虑 函数 
F(z) = log + f(z Bs: (3.2) 


它 在 D 内 全 纯 并 且 单 叶 . f(e) 的 值 在 单位 圆 盘 内 , 因此 J) 元 的 值 也 在 单位 加 
盘 内 (参看 82, 命题 6.2), 从 而 函数 F(z) 的 实 部 < 0. 当然 , 我 们 已 选取 对 数 的 一 文 
作为 F(z), 而 由 于 是 单 连通 的 , 这 是 可 能 的 . 考虑 函数 
F(z) — F(0) 


g(z) 一 F(z) + FO) (3.3) 
它 在 D 内 全 纯 并 且 单 叶 . RIA g(0) = 0, 而 且 由 下 列 引 理 , | g(z) < 1. 
引 理 ”如果 两 复数 以 及 wv 满足 Re(u) < 0 AA Re(v) < 0, 那么 < 1. (请 
读者 作出 证 明 .) 
于 是 函数 g 属于 命题 3.1 叙述 中 的 集 A 计算 g 在 原点 的 导数 : 
ry- E0 rh pmp lp 
因此 我 们 有 0 a 
g — aa 
——=—.p (3.5) 
POL olallog| | 
而 为 了 证 明 | 9 (0) [>| f” (0) |, 只 需 证 明 不 等 式 
LU algi > 0, 对 于 0 <t < 1. (3.6) 


t 


这 一 证 明 是 初等 的 : 上 列 不 等 式 左边 是 t 的 函数 , 其 导数 < 0, 因此 它 在 区 间 0 <: < 1 
中 是 严格 递减 的 . 又 因 它 在 t= 1 时 为 0, 所 以 对 于 0<t<1, 它 >0. 

这 样 , 我 们 完成 了 命题 3.1 的 证 明 . 

4. 基本 定理 的 证 明 

考虑 到 命题 3.1, 我 们 只 需 证 明 存 在 着 函数 f < A, 对 于 它 , | f'(0) | 达到 上 确 界 . 

设 B 是 4 中 满足 | f'(0) |> 1 的 f 之 集 . 因为 函数 f(z) = z 属于 集 B, 所 以 集 

不 是 空 的 . 集 B 是 向 量 空间 AD) 中 一 个 有 界 集 (参看 第 五 章 84 第 1 段 ). 事实 

E, 对 于 任何 z € D 以 及 任何 函数 f e B, 我 们 有 | f(z) |< 1. 我 们 要 证 明 , 集 B 是 
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H (D) 的 一 个 闭 子 集 . 设 f 是 在 D 内 全 纯 的 一 个 函数 , 是 函数 f, e B 的 序列 (在 
D 内 任何 紧 集 上 ) 的 一 致 极限 . 我 们 有 


f(0) = lim f,.(0) = 0. 


而 且 由 于 导数 f' 是 导数 f 在 任何 紧 集 上 的 一 致 极限 ， 取 极限 即 得 |f'(0)| = 
lim|f;,(0)| > 1. 因此 函数 f 在 D ADER. (E f 是 单 叶 函 数 f, 的 极限 , 由 
此 推出 f 是 单 叶 的 (参看 第 五 章 81 命题 2.2). 既然 对 于 任何 z e D,|f.(z)| < 1, 我 
们 有 极限 |f(z)| < 1. 但 考虑 到 f 不 是 常数 这 一 事实 , 由 最 大 模 原理 , 在 一 点 z e D. 
不 可 能 有 |f(z)| = 1. 总 之 , 我 们 恰好 证 明了 函数 f 满足 集 B 中 的 函数 所 应 满足 的 
一 切 条 件 . 换 名 话说，f e B, 这 就 证 明 集 p 在 XD) 中 是 闭 的 . 

XIF, R B 是 .和 (D) 中 的 一 个 有 界 闭 子 集 . 由 第 五 章 84 第 2 段 中 的 基本 定理 ， 
集 B 是 紧 的 . 可 是 由 第 五 章 81 第 2 段 的 定理 2, 使 每 个 f c B 对 应 着 实数 | 户 (0)| 
的 映射 是 一 连续 映射 因此 在 紧 空 间 上 连续 的 这 一 函数 达到 它 的 上 确 界 , 基本 定理 


证 完 . 
84. 解析 空间 概念 , 微分 形式 的 积 
1. 解析 空间 的 结构 


设 X 是 分 离 拓扑 空间 . 我 们 假定 给 出 了 一 组 开 履 盖 (Ui)ier, 并 且 对 于 每 个 U;， 
在 志和 内 确定 了 一 个 复 值 函数 z, 它 实 现 U, 到 平面 C 中 开 集 A, 上 的 一 个 同 胚 . 对 于 
这 些 了 因数 还 加 上 下 列 绪 合 条 件 : 

(1.1) 对 于 满足 U, n U; Z @ WET ie I K jel f# z; (U, nU;) C A; 在 像 
zi(Ui N U;) C A; 上 的 映射 fj = zio (zj)-! 是 一 全 纯 变换 ,其 导数 到 处 Z 0. 换 句 话 
说 ,在 Ui n U; 内 , 我 们 有 zi = fij(z;), 其 中 fy ÆC 中 开 集 z; (U; ñ U;) 内 全 纯 (H. 
其 导数 Z 0). 

作为 定义 , 给 出 开 有 覆盖 及 满足 条 件 (1.1) 的 函数 z, 就 是 在 X 上 确定 了 一 个 解 
析 空 间 结构 .了 哨 数 z, 称 为 开 集 U, 内 的 局 部 坐标 . WR X 中 一 点 属于 多 个 开 集 , 在 
这 点 的 邻 域 内 有 多 个 局 部 坐标 (在 每 个 开 集 中 有 一 局 部 坐标 ). 根据 结合 条 件 (1.1), 
通过 全 纯 变 换 f, 可 从 一 个 局 部 坐标 z; 变 到 男 一 个 局 部 坐标 zi. 

作为 例子 , 我 们 过 去 确定 黎 曼 球面 时 (第 三 章 85 第 1 Ez) 正 是 这 样 做 的 . 这 时 
X 是 空间 Rš 中 的 单位 球面 , 覆盖 是 由 两 个 开 集 组 成 , 其 中 每 一 个 是 球面 上 一 个 极 
点 的 余 集 . 


全 纯 函 数 的 定义 设 X 是 有 解析 空间 结构 的 一 个 空间 . 设 f 是 在 X 上 确定 的 
连续 复 值 函数 . 对 于 每 个 i, Dz f, 是 在 开 集 A C C 内 确定 的 函数 , 它 由 下 列 条 件 确 
E: # U; IÑ, f = fio zi 如 果 对 于 每 个 i ,函数 f, 在 开 集 A, 内 是 全 纯 的 , 那么 我 
们 说 f 是 全 纯 的 . 换 句 话说 , 如 果 在 每 个 开 集 U, 内 , f 可 表示 为 局 部 坐标 z 的 全 纯 
KZI 那么 f # X 内 是 全 纯 的 . 
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2. LARI, 导出 结构 


定义 设 X 及 Y 是 两 空间 ， 其 中 每 一 个 有 一 解 析 空 间 结构 . 我们 说 映射 
5 : X — Y 是 一 全 纯 映 射 ， 如 果 它 是 连续 的 , 并且 还 满足 下 列 条 件 : 对 于 任何 点 
a € X, W b= pla), FEI w EAN Y 中 6 点 的 邻 域内 的 一 个 局 部 坐标 , 那么 wog 
必须 是 在 X 中 点 a 的 邻 域内 全 纯 的 一 个 函数 


上 述 条 件 表明 : wo 可 表示 为 在 X 中 点 a 的 邻 域内 一 个 局 部 坐标 的 全 纯 男 数 . 
这 样 , 设 已 给 连续 映射 o, 如 果 在 每 点 we X 的 邻 域 内 , 变换 得 出 的 点 5 = gola) 的 邻 
域内 的 一 个 局 部 坐标 ,是 a 的 邻 域内 的 一 个 局 部 坐标 的 全 纯 函 数 , 那么 我 们 说 连续 映 
射 o 是 全 纯 的 . 根据 结合 条 件 (1.1), 上 述 条 件 和 局 部 坐标 的 选取 无 关 . 

设 X,Y 及 z 是 三 个 解析 空间 , 并 且 设 o: X — Y, : Y — Z 是 两 个 全 纯 映 射 
那么 复合 映射 yoy Æ X 到 Z 的 全 纯 映 射 . 证 明 请 读者 作出 . 

设 X K Y 是 两 个 解析 空间 . 如 果 一 个 同 胚 y: X> y KÆRA o 1 都 是 全 纯 
的 , 那么 y RA X 到 Y 上 的 一 个 同 构 . 实际 上 , 我 们 将 要 看 到 (命题 6.1) , WR oe 
是 一 个 全 纯 同 胚 , 它 的 逆 上 映射 必 然 是 全 纯 的 , 因而 wp 是 一 个 同 构 . 

在 同一 拓扑 空间 X 上 考虑 两 种 解析 空间 结构 : 第 一 种 结构 由 开 履 着 (U;) 及 
局 部 坐标 z; 所 确定 , 第 二 种 由 开 有 覆盖 (Va) 及 局 部 坐标 w 所 确定 .试问 恒 等 映 射 
XXX 是 否 是 第 一 种 解析 空间 结构 到 第 二 种 上 的 一 个 同 构 ? 回 到 定义, 我 们 立即 看 
出 , 必要 与 充分 条 件 如 下 : 对 于 任何 点 a € X, 对 于 点 a 邻 域 中 第 一 种 结构 的 任何 局 
部 坐标 z, 以 及 对 于 点 a 邻 域 中 第 二 种 结构 的 任何 局 部 坐标 Wa, wo 可 表示 为 z; BJ 
全 纯 函 数 , 而 且 反之 , zx 可 表示 为 wa 的 全 纯 函 数 . 这 条 件 还 可 表述 如 下 : 

考虑 由 所 有 U, 及 所 有 V. 所 形成 的 X 的 开 覆 盖 以 及 由 z 及 wa 所 形成 的 局 
部 坐标 , 那么 所 求 的 条 件 是 这 一 开 覆 盖 及 这 些 局 部 坐标 满足 结合 条 件 (1.1). 换 句 话 
说 , 上 述 开 和 覆盖 及 局 部 坐标 必须 在 X 上 确定 一 个 解析 空间 结构 (这 结构 与 U; 及 z, 
所 确定 的 结构 同 构 , 也 与 Vs 及 wa 所 确定 的 结构 同 构 ). 当 x 上 两 种 解析 空间 结构 
满足 上 述 条 件 时 , 我 们 说 它们 是 等 价 的 . 给 出 一 个 分 离 拓 扑 空 间 X, 以 及 X 上 一 类 
两 两 等 价 的 解析 结构 , 称 为 一 个 解析 空间 . 


S 设 X 是 一 空间 , 并 且 带 有 U, 及 z, 所 确定 的 解析 空间 结构 . 2 U = X 
中 一 个 开 集 , FE Un 如 以 及 函数 z Æ U nU, 的 限制 所 确定 的 结构 , 称 为 X 的 解析 
结构 在 U 上 的 导出 解析 结构 . 换 句 话说 , 如 果 a e U, 那么 对 于 导出 结构 , a 的 邻 域 
内 的 一 个 局 部 坐标 , 就 是 对 于 X 上 的 已 给 结构 , a 的 邻 域内 的 一 个 局 部 坐标 . 这 样 ， 
一 个 解析 空间 X 中 的 任何 开 集 U 自动 有 一 个 解析 空间 结构 . 


3. 解析 空间 的 实例 


考虑 复 变 量 z 的 平面 C. 取 一 个 开 集 C 所 形成 的 覆盖 , 而 z 是 C 中 的 局 部 坐 
标 . 由 于 这 时 结合 条 件 (1.1) 显然 成 立 , 这 样 就 在 C 上 确定 了 一 个 解析 空间 结构 . 按 
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照 第 2 段 的 末尾 , 任何 开 集 D c C 有 一 解析 空间 结构 . 按照 这 样 的 定义 , 解析 空间 
内 的 全 纯 图 数 , 就 是 我 们 经 党 所 说 的 D AREA RR. 

取 已 讲 过 的 (第 三 章 85 第 1 Ez) 黎 曼 球面 作为 解析 空间 的 第 二 个 实例 . 

设 Z 是 平面 C 上 坐标 为 整数 的 实 点 的 加 法 子 群 . 现在 考虑 商 空 间 C/Z. 因此 
C/Z 中 一 点 是 相互 差 为 整数 的 点 所 形成 的 一 个 等 价 类 .按照 拓扑 学 中 的 一 般 定义 ， 
在 C/Z 中 引入 C 中 拓扑 的 商 拓扑 : 如 果 C/Z 中 一 个 集 (对 于 标准 上 映射 C 一 C/Z) 
在 C 中 的 逆 像 是 C 中 的 开 集 , 那么 C/Z 中 的 这 个 集 是 开 的 . 这 就 是 说 ，C/Z 中 的 
开 集 是 C 中 开 集 在 典型 映射 C 一 C/Z 下 的 像 . 

容易 证 明 , C/Z 中 的 拓扑 是 分 离 的 . 为 了 在 X = C/Z 上 确定 一 个 解析 空间 结 
构 , 考虑 C 中 充分 小 的 开 集 V , 使 得 典型 映射 p: C X EV 上 的 限制 是 单 射 ( 例 
如 直径 < 1 的 开 集 V ). 用 z 表示 平面 C 上 的 坐标 , 考虑 X 中 的 开 集 U = p(V) 以 
及 这 开 集 中 定义 的 函数 zo p-! 所 形成 的 二 元 组 合 . 我 们 要 证 明 这 些 二 元 组 合 在 X 
上 确定 了 一 个 解析 空间 结构 . 

只 需 验 证 结合 条 件 就 够 了 . 于 是 设 Vi 及 V, E: C 上 两 个 足够 小 的 开 集 , 它们 的 
像 U, = p(V,) 及 U2 = p(V2) 彼此 相交 , 把 p, WE p Æ V; WIRA (G= 12) ,并 且 令 


V! = (pi) ` (Ui ñ U2) C V;(i = 1,2). 


结合 条 件 表明 : V 在 VV 上 的 映射 fi = pr op 是 全 纯 的 , 3F H t WJ Sp #0. 然而 
情况 确实 是 这 样 , 这 是 因为 如 果 z € V, Fala) 及 z 在 C/Z 中 有 相同 的 像 从 而 在 
V; 中 每 点 的 邻 域内 ，fi2(z) 一 z 是 一 整 (W) 数 . 

我 们 还 有 解析 空间 的 另 一 实例 . 与 第 五 章 82 第 5 段 中 一 样 , 设 el 及 ez 是 C 
中 比值 不 为 实数 的 两 向 量 , 考虑 C 中 以 向 量 系 el 及 ea 为 基 的 一 个 离散 子 群 Q. 设 
X 是 商 空间 C/Q, 并 且 带 有 C 中 拓扑 的 商 拓 扑 ，X 中 的 开 集 是 C 中 开 集 在 标准 
映射 p: C 一 C/Q 下 的 像 . X 的 拓扑 是 分 离 的 , 它 的 解析 空间 结构 恰好 与 上 例 中 一 
样 确定 . 可 是 在 这 里 ,空间 X = C/Q 是 紧 的 . 事实 上 , 考虑 一 个 闭 的 周期 平行 四 边 
JÉ, 设 为 P.P 是 C 中 一 个 紧 子 集 , 从 而 它 在 p 下 的 像 是 X 中 的 紧 子 集 . 可 是 这 像 
就 是 整个 X, 于 是 X 是 紧 的 . 这 样 , 除了 已 知 的 黎 曼 球面 的 例子 外 , 我 们 又 有 了 一 个 
紧 解析 空间 的 实例 . 


4. 解析 开拓 原理 , 最 大 模 原理 


解析 开拓 原理 (第 一 章 84 第 3 Ez, £ 2) 可 推广 到 解析 空间 上 的 全 纯 函 数 , 而 且 
更 一 般 地 推广 到 解析 空间 X 到 解析 空间 X' 的 全 纯 映射 . 准确 地 说 , 设 D 是 解析 空 
间 X 中 的 一 个 非 空 开 集 , 并 设 为 连通 的 . 如 果 从 X 到 X' 的 两 个 全 纯 上 映射 上 及 39 
在 D 内 相等 , 那么 它们 在 X 中 到 处 相等 . 为 了 证 明 这 一 结果 , 显然 只 需 证 明 : 


命题 4.1 2 f 及 9 是 解析 空间 X 到 解析 空间 X' 的 两 个 全 纯 映射 , 设 U 是 
X 中 这 样 的 点 所 形成 的 集 : 在 这 些 点 的 邻 域 中 ， Z ç 相等 , 那么 集 U 既是 开 的 ， 
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又 是 闭 的 . 


证 明 由 其 定义 , U 是 开 的 , 因此 只 需 证 明 U 是 闭 的 . 设 X 中 一 点 a 属于 U 
WHE. 由 于 f K ç 是 连续 的 , 并 且 在 U 内 相等 , 我 们 有 f(a) = gla) 在 和 中 人 的 
邻 域内 , 取 在 点 a 为 零 的 局 部 坐标 z ; 在 X 中 fla) 的 邻 域内 , 也 取 一 局 部 坐标 w . 
在 a 的 邻 域 内 , wo f 及 u o g 表示 为 z = 0 HRR V 内 全 纯 的 函数 o(z) 及 yl). 
设 在 z € V 的 邻 域内 , o 及 vw 相等. 由 经 典 的 解析 开拓 原理 , 这 样 的 z e V 所 成 的 
E E 是 闭 的 . 由 于 点 z = 0 属于 五 的 闭 包 , RITE 0€ E, 因此 ç 及 在 0 的 邻 域 
内 相等 , 从 而 f 及 g 在 点 a e X 的 邻 域 内 相等 , 证 完 . | 


命题 4.2 设 了 是 解析 空间 X 上 的 全 纯 函 数 , 并 设 X 是 连通 的 . 如 果 |f| 在 一 
点 a € X 有 相对 极 大 值 , 那么 函数 f 是 常数 (最 大 模 原 理 ). 


证 明 考虑 a 的 邻 域内 的 一 个 局 部 坐标 z. 在 a 的 邻 域内 , 函数 f 可 表示 为 z 
WERA. 由 于 |f| 在 点 a 有 相对 极 大 值 , 根据 经 典 的 最 大 模 原 理 (参看 第 三 章 
82 第 2 Ez, 定理 1) , f 在 点 a 的 邻 域内 是 常数 . 于 是 由 通常 的 推理 可 以 看 出 , X 中 
f 取信 f(a) 的 点 所 成 的 集 同时 是 开 的 及 闭 的 . 由 于 X 是 连通 的 , 上 述 集 是 整个 X. 
证 完 . 

系 如 果 多 是 紧 连 通 解析 空间 , 那么 在 X 上 的 任何 全 纯 函 数 是 常数 . 


FXE, |f| 是 在 一 个 紧 空间 上 的 连续 函数 , 因此 达到 它 的 上 确 界 . 由 命题 4.2 ， 
函数 /在 X 上 是 常数 . 


例 RER S, 及 空间 C/Q (参看 第 3 段 ) 是 紧 连 通 解析 空间 . 因此 在 其 中 一 
个 空间 上 全 纯 的 任何 函数 是 常数 ,如果 我 们 注意 到 , 在 C/Q 上 的 全 纯 函 数 , 及 C 上 
以 Q 中 的 点 为 周期 的 全 纯 函 数 之 间 , 映射 f 一 fop 建立 了 一 种 双 射 对 应 , 那么 我 们 
又 得 到 了 已 用 其 他 方法 证 明了 的 一 个 结果 : 在 C 上 全 纯 且 为 双 周 期 的 任何 函数 是 党 
数 (参看 第 三 章 85 第 5 Ez, 命题 5.1 的 系 ). 


5. 解析 空间 上 的 亚 纯 函 数 


定义 设 X 是 一 解析 空间 . 从 X 到 黎 曼 球面 S 的 全 纯 映 射 称 为 X 上 的 亚 纯 
AR. 因此 亚 纯 函数 就 是 可 取 值 oo 的 一 个 连续 函数 , 而 且 在 每 点 ce X 的 邻 域内 ， 
可 以 把 这 函数 表示 为 a 的 邻 域内 一 个 局 部 坐标 的 亚 纯 函 数 . 

重新 设 Q 是 C 中 由 比值 不 是 实数 的 两 元 素 el 及 e> 所 产生 的 离散 子 群 . 在 解析 
空间 C/9 上 的 亚 纯 函 数 与 C 上 以 Q 为 周期 系 的 亚 纯 函 数 之 间 , 标准 映射 C 一 C/o 
显然 建立 了 一 种 双 射 对 应 . 


6. 全 纯 映 射 的 分 支 指标 
I ç : X 一 了 是 解析 空间 X 到 解析 空间 了 的 一 个 会 纯 映射 , 并 且 设 a 是 X 
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中 一 点 . 设 > 是 和 中 人 的 邻 域内 的 一 个 局 部 坐标 , JE H Pt w E Y rh b = yla) 的 邻 
域内 的 一 个 局 部 坐标 . 既然 p 是 全 纯 的 , 对 于 邻近 a 的 z , wole) 可 表示 为 局 部 坐 
标 z 的 全 纯 函数 f(z) . 为 了 明确 概念 , 假定 z 在 点 a 为 零 , w EA b NG. 

it p 是 方程 f(z) = 0 的 根 0 的 重 数 . 容易 看 出 , 这 一 整数 p 既 与 a 的 邻 域内 局 
部 坐标 z 的 选取 无 关 , X Ej b 的 邻 域 内 局 部 坐标 w 的 选取 无 关 . 事实 上 , 局 部 坐标 
的 改变 是 用 导数 Z 0 的 全 纯 图 数 作出 的 . 

这 样 确 定 的 整数 p 称 为 映射 p :和 一 了 在 点 aexX 的 分 支 指标 .由 81 (第 1 及 
2 段 ), 如 果 p 是 分 支 指标 , 那么 存在 着 a 的 邻 域内 一 个 局 部 坐标 z ,以 及 2b 的 邻 域 
内 一 个 局 部 坐标 w, 使 得 借助 这 些 局 部 坐标 , 变换 yp 可 用 关系 式 w = z? 表示 出 来 . 
反 过 来 说 , 如 果 情 况 是 这 样 , 在 点 a 的 分 支 指 标 等 于 p. 

我 们 看 出 , 在 a 的 邻 域内 , 函数 y 取 Y 中 与 充分 接近 且 异 于 的 每 个 值 恰好 
p 次. 特别 ,为 了 使 得 y 在 a 的 充分 小 的 邻 域 的 限制 是 这 邻 域 在 它 的 像 上 的 同 胚 ( 换 
句 话说, 为 了 使 得 p 在 a 的 邻 域内 局 部 单 叶 ), 必须 而 且 只 需 分 支 指标 p 等 于 1. 这 
时 我 们 说 映射 p 在 点 a 无 分 文 . 


命题 6.1 解析 空间 X 在 解析 空间 Y 上 的 任何 全 纯 单 叶 映 射 是 一 同 构 . 


事实 上 , 根据 以 上 所 讲 的 , 在 任何 点 a 8 X, 分 支 指标 必须 等 于 1. 如 果 b = e(a), 
那么 把 a 的 邻 域内 的 局 部 坐标 z, 表示 为 5 的 邻 域 内 的 局 部 坐标 w 的 全 纯 图 数 , 就 
得 到 b 的 邻 域内 的 逆 映 射 p-! . 命题 得 证 . 

例 考虑 映射 z — er 它 是 加 法 群 C 到 不 等 于 0 的 复数 之 乘法 群 C* 上 的 
一 个 全 纯 映 射 . 转 到 商 群 , 它 导 出 解析 空间 C/Z 到 C* 上 的 一 个 全 纯 映射 y. 显然 ， 
映射 o 是 全 纯 的 及 单 叶 的 . 由 此 推出 , ç 是 C/Z 在 C* 上 的 一 个 同 构 . 事实 上 , 如 
我 们 在 第 一 章 83 中 所 已 看 到 , 这 也 是 拓扑 群 C/Z 及 C* 的 一 个 同 构 . 


7. 保 形 表示 的 基本 定理 


在 这 里 我 们 叙述 一 个 定理 , 但 不 作证 明 . 这 定理 把 83 中 对 于 平面 C ERRA 
述 并 证 明了 的 定理 推广 到 解析 空间 情形 . 

基本 定理 任何 单 连 通 解 析 空 间 X 与 下 列 三 空间 之 一 同 构 : 

10° R Sa: 

2° -F m C; 

3° 单位 圆 盘 | z |< 1. 

这 定理 的 证 明太 难 了 , 以 至 在 这 里 不 能 作出 证 明 . 我 们 注意 到 , 在 上 列 三 个 解析 
空间 中 , 只 有 第 一 个 S, 是 紧 的 . 由 此 推 得: 

系 任何 单 连通 紧 解 析 空 间 与 黎 曼 球面 同 构 .任何 单 连通 非 紧 解 析 空 间 与 平面 
C 或 单位 圆 盘 同 构 (两 种 情形 不 能 同时 成 立 ). 
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8. 微分 形式 的 积分 与 留 数 定理 


解析 空间 X 上 全 纯 微分 形式 的 定义 : 这 种 形式 确定 如 下 : 在 具有 局 部 坐标 z; 的 
每 个 开 集 U, 内 , 给 出 一 个 全 纯 微分 形式 


wi = filzi)dzi, 


其 中 f, 是 开 集 A C C 内 的 全 纯 函数 , 而 A 是 U, 在 局 部 坐标 z; 下 的 像 . 设 给 出 的 
这 些 w; 还 满足 下 列 结合 条 件 : 如 果 z; 及 z; 是 同一 点 a € X 的 邻 域内 两 个 局 部 坐 
标 , 微分 形式 wj 可 由 微分 wi 通过 下 列 变 量 代 换 得 出 : 


Ži = fi; (z;), (8.1) 


这 里 变换 (8.1) 把 局 部 坐标 z 表示 为 局 部 坐标 z; 的 函数 . 换 句 话说 , 我 们 一 定 有 关 
RA 
Filzi) = Filii lzi)) fi; (z3). (8.2) 

现 不 作证 明 , 迅速 指出 怎样 把 平面 C 上 开 集 内 的 全 纯 微 分 形式 理论 , 推广 到 这 
里 所 考虑 的 解析 空间 上 全 纯 微 分 形式 情形 . 

议 w 是 解析 空间 X 上 的 一 个 全 纯 微分 形式 . 在 X 中 每 点 的 邻 域内 , 有 w 的 一 
个 原 函 数 , 这 就 是 说 , 有 一 全 纯 函 数 g, 使 得 dg = w . 除去 相差 一 常数 外 , 这 样 的 原 
晒 数 是 确定 的 . w 的 原 函 数 在 大 范围 内 的 存在 性 没有 得 到 保证 , 可 是 如 果 空 间 x 是 
单 连通 的 , X 上 的 任何 全 纯 微 分 形式 有 原 函 数 . 在 X 不 是 单 连通 的 一 般 情形 , w 沿 
X 中 一 条 闭 道 路 的 积分 不 一 定 总 是 零 . 对 于 两 条 同 伦 的 闭 道路 (在 第 二 章 81 第 6 
段 中 意义 下 ), 这 种 积分 有 相同 的 值 . 沿 一 条 这 样 的 闭 道路 的 积分 之 值 , 称 为 积分 fw 
的 一 个 周期 . 

i X 是 一 解析 空间 , 在 X 中 每 点 a 的 邻 域内 , 有 方向 的 概念 . 这 是 因为 a 的 邻 . 
域内 每 个 局 部 坐标 确定 a 的 邻 域 到 平面 C 中 一 个 开 集 上 的 一 个 同 胚 , 而 后 一 开 集 自 
然 是 有 方 问 的 . 由 于 局 部 坐标 的 变换 可 用 全 纯 变 换 表 示 , a 的 邻 域内 两 局 部 坐标 恰好 
确定 同一 方向 . 由 此 容易 导出 X 中 “一 个 紧 集 的 有 向 边界 ”概念 . 如 果 p 是 一 紧 集 
HAAA, 那么 对 于 任何 全 纯 微 分 形式 w, 积分 f. o 为 零 

现在 来 确定 一 个 全 纯 微 分 形式 的 留 数 概念 . 设 E 是 解析 空间 X 的 一 个 离散 闭 
TE (因此 E 是 由 孤立 点 组 成 的 ), 并 且 设 w 是 E 的 余 集 内 的 一 个 全 纯 微 分 形式 . 
X a 是 互 中 一 点 , 并 且 设 z 是 a 的 邻 域内 的 一 个 局 部 坐标 , 还 设 z 在 点 a 为 零 . 在 
a 的 邻 域内 , 把 形式 w 写作 f(z)dz , 其 中 f 在 0 的 邻 域内 (可 能 除去 > = 0 ) 全 纯 . 
f(z) 的 洛 明 展 式 表明 , 在 a 的 邻 域内 , 形式 w 可 写作 
其 中 w 是 在 a 的 邻 域内 (包括 a ) 全 纯 的 微分 形式 . 设 y 是 a 的 一 个 小 邻 域内 的 
HER, 它 不 经 过 a, 并且 它 关于 a 的 指标 等 于 1 (考虑 a 的 邻 域 在 局 部 坐标 下 的 


+) dz, (8.3) 


85. =H . 159 : 
像 , 可 确定 闭 道路 的 指标 ). 于 是 经 典 的 留 数 定理 表明 , 我 们 有 
fo = 271C1. (8.4) 


这 样 , (8.3) 右边 出 现 的 系数 cl , 与 在 点 a 为 零 的 局 部 坐标 z 的 选择 无 关 . 我 们 把 c, 
称 为 微分 形式 w 在 点 a 的 留 数 . 


留 数 定理 ”如果 紧 集 K 的 有 向 边界 P 不 含 离 散 闭 集 E PATS, 而 在 万 的 
余 集 内 , 微分 形式 w 全 纯 , 那么 积分 bo 等 于 ww 在 K 内 属于 三 的 点 的 留 数 之 和 与 
Pri 的 乘积 . 


85. RSM 


1. 定义 


定义 设 Y 是 一 解析 空间 . 一 个 连通 解析 空间 X 及 一 个 非常 数 全 纯 映 射 p : 
X >Y 合 称 为 展开 在 Y 上 的 黎 曼 面 (或 简称 Y 上 的 黎 曼 面 )， 


我 们 最 经 常 考虑 的 是 Y 为 复 变量 的 平面 C 或 黎 曼 球面 S, 的 情形 . 换 名 话说， 
这 些 是 展开 在 平面 上 或 球面 上 的 歼 曼 面 . 

在 84 第 6 RF, 我们 已 经 看 到 , 映射 o 在 任 一 点 a 8 X 的 邻 域内 的 作用 : 如 果 
p 的 分 文 指 标 在 点 a 等 于 1, 那么 o 确定 a 的 邻 域 到 pla) 的 邻 域 上 的 一 个 同 胚 ; 如 
果 p 的 分 文 指标 在 点 a 等 于 整数 p > 1,a 的 一 个 小 邻 域 在 映射 ç 下 的 像 覆 盖 yp(a) 
的 一 个 邻 域 p IX. yp 的 分 支点 (在 该 处 分 支 指 标 > 1 的 点 ) 是 X 的 孤立 点 . 在 所 有 
情形 下 , 映射 p 是 一 开 映 射 ,Y 中 一 点 的 逆 像 是 X 中 的 一 个 离散 子 集 . 

当然 , 即 令 没 有 分 支点 , 映射 p 也 不 一 定 是 单 射 . 而 且 当 有 分 支点 时 , 分 支点 的 
(SB EE p 下 的 像 不 一 定 是 Y 的 离散 子 集 , 甚至 于 X 中 无 穷 个 不 同 分 支点 在 了 
中 可 能 有 相同 的 像 . 


定义 已 给 歼 曼 面 (X, p), 其 中 映射 p 是 无 分 支点 的 , 亦 即 它 在 X 中 每 一 点 的 
分 文 指标 等 于 1, 那么 (Xo RAY 上 无 分 支点 的 黎 曼 面 . 为 了 确定 Y 上 一 个 无 
分 文 点 的 黎 曼 面 , 只 需 给 出 一 个 分 离 拓扑 空间 X 以 及 一 个 从 和 到 了 的 连续 映射 o, 
使 得 yp 局 部 为 一 同 胚 .( 这 就 是 说 , X 中 任何 点 有 一 开 邻 域 V ,使 得 o 在 V 中 的 限 
制 是 Y 到 它 的 像 p(V) 上 的 一 个 同 胚 .) 事实 上 , 这 时 在 X 中 每 点 的 邻 域内 , 映射 y 
确定 一 个 局 部 坐标 . 于 是 X 具有 一 个 解析 空间 结构 , 并 且 显 然 这 时 映射 2 是 X 到 
Y 的 一 个 全 纯 映射 


Y 上 无 分 支 所 的 黎 曼 面 的 一 个 特殊 情形 是 Y 的 履 盖 空间 . 
定义 满足 下 列 条 件 的 无 分 支点 的 黎 曼 面 (X, o) 称 为 了 的 覆盖 空间 : 
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对 于 任何 点 bEY , £ Y 中 有 4。 的 一 个 开 邻 域 V ,使 得 遂 像 -LI(Y) W X F 
互 不 相交 的 开 集 U, 所 组 成 , 其 中 每 一 开 集 可 由 映射 p HERRE V E. 


例 取 Y = C* 为 平面 C 中 (0) 的 余 集 . 取 X = C, 并 且 设 z = et XAY 
的 映射 p . 这 一 映射 把 X 确定 为 Y 的 覆盖 . 事实 上 , 设 b 是 一 复数 Z 0. HUU 2J b, 
半径 <|b | 的 一 个 开 圆 盘 作为 V，log z£ V 内 的 每 一 分 支 是 一 个 这 样 的 图 数 , E 
确定 V 到 平面 C 中 开 集 U, 上 的 一 个 同 胚 . 这 些 开 集 U, 两 两 不 相交 , 它们 的 并 集 
是 pg-1(V) , 而且 y 在 每 个 U, 的 限制 是 U, 到 上 的 一 个 同 胚 . 


在 上 例 中 , 空间 Y = C* 不 是 单 连通 的 , 但 是 它 的 覆盖 C 是 单 连通 的 . 于 是 我 
们 有 了 这 样 一 个 例子 : 一 个 连通 但 非 单 连通 的 空间 有 一 单 连 通 覆 盖 . 现 叙 述 下 列 定 
理 , 但 不 作证 明 : 


定理 平面 C 中 任何 连通 开 集 (或 更 一 般 地 , 任何 连通 解析 空间 V ) 有 一 单 连 
通 履 盖 ， 


2. 黎 曼 面 上 的 全 纯 函 数 及 全 纯 微分 形式 


定义 已 给 Y 上 的 一 个 黎 曼 面 (X, p) . 作为 定义 , 在 这 黎 曼 面 上 的 全 纯 (或 亚 
纯 ) 函数 , 就 是 在 解析 空间 X EKAA (或 亚 纯 ) 函数 . 我 们 同样 对 黎 曼 面 上 全 纯 微 
分 形式 下 定义 . 


例如 考虑 第 一 段 未 尾 所 讨论 的 黎 曼 面 : x = C ( 复 变 量 称 为 t), Y = C* (不 等 于 
0 的 复 变量 称 为 z ), 而 映射 p 由 z = et 确定 . 既然 映射 oç 是 无 分 支点 的 . E X rh 
每 点 a 的 邻 域内 , 可 取 函 数 et = z 作为 局 部 坐标 . 于 是 黎 曼 面 上 的 任何 全 纯 哨 数 f 
可 局 部 地 表示 为 z 的 全 纯 函 数 . 但 因 X 中 不 同 的 点 可 由 p 映射 为 了 中 同一 点 , 所 
以 一 般 说 来 , f 不 是 变量 z Z 0 的 大 范围 ( 单 值 ) 全 纯 函 数 . 特别 ,上 是 X 上 的 全 纯 
KA, 在 X 中 每 一 点 的 邻 域内 ,上 是 log z 的 一 个 分 支 . 但 把 log z 看 作 z 在 C* 上 的 
函数 , 它 却 不 是 一 个 单 值 函 数 . 我 们 可 以 说 , 在 这 种 情形 下 , FBR y: X — Y = 
用 来 使 函数 log z 成 为 单 值 的 : 我 们 把 它 看 作 C 的 单 连通 覆盖 空间 (X, p) 上 的 也 
数 , 而 不 是 把 它 看 作 C* ERR. 

现在 我 们 研究 另 一 实例 , 它 可 表明 我 们 怎样 想到 引进 适当 的 黎 曼 面 使 一 个 多 值 
函数 (不 讨论 一 般 情形 )“ 成 为 单 值 的 ”. 在 平面 C HEERA 


y = (1 — z9)1/3. 


在 异 于 1 j 及 j2 (1 的 立方 根 ) 的 每 点 x,y 有 三 个 不 同 的 值 . 如 果 z BX 1, 及 
j2 三 值 中 之 一 值 , y 的 三 个 值 重 合成 一 个 值 , WME. 

现在 来 确定 一 个 解析 空间 X 及 一 个 全 纯 映 射 p : X 一 C . 在 复数 对 (z, u) 所 
组 成 的 乘积 C x C 内 , 考虑 满足 下 列 条 件 的 数 对 所 组 成 的 子 集 X: 


zŠ +y’ = 1. (2.1) 
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对 X WARE C x C 的 拓扑 所 导出 的 拓扑 , 于 是 X 是 一 隔离 拓扑 空间 . 在 X E. 
考虑 两 个 函数 , WE z Ky: 即 点 (x,y) 的 第 一 个 及 第 二 个 坐标 . 为 了 在 X 上 确定 
一 个 解析 空间 结构 , 在 X 中 每 点 的 邻 域内 , 选择 一 个 “局 部 坐标 "， 先 设 点 (zo, yo) 
满足 yo Z 0 (从 而 zo Z 1,5,3), TER z 作为 局 部 坐标 . 这 种 取 法 是 合理 的 , 因为 
KR z 确定 点 (zo,yo) 的 一 个 邻 域 (在 X 中 ) 到 z; 的 一 个 邻 域 (在 C 中 ) 上 的 一 
AEE: 逆 同 胚 使 得 (与 zo 邻近 的 ) z 与 数 对 (x,y) 相对 应 , 在 这 里 y = (1 — z3)1/3 
而 所 取 分 文 是 在 z = zo 时 等 于 yo = 0 的 一 支 . 现 设 (zo0,yo) 是 X 中 一 点 , MHE. 
yo = 0, 那么 z Z 0 (实际 上 , zo 是 1, j ,这 三 数 中 的 一 数 ), 这 时 取 y 作为 局 部 坐 
标 . 与 上 述 理 由 类 似 (只 需 交 换 z 及 y 的 地 位 ), 这 种 取 法 是 合理 的 . 还 必须 证 明 : 这 
样 确定 的 局 部 坐标 恰好 满足 所 需要 的 结合 条 件 | 84 中 条 件 (1.1) ]. 换 句 话说 , 必须 证 
HH: 在 一 点 (zo, yo) € X 的 邻 域 中 (这 里 zo Z 0, yo Z 0) ,关系 式 (2.1) 确定 局 部 坐标 
y 为 局 部 坐标 x 的 全 纯 函 数 , 反 过 来 也 是 这 样 . 这 是 由 于 (1 — z2)1/3 有 一 全 纯 分 支 
在 z = zo 时 等 于 yo. 同样 (1 — 2)1/3 有 一 全 纯 分 支 在 y = yo 时 等 于 zo. 

这 样 , 我 们 就 赋予 了 拓扑 空间 X 一 个 解析 空间 结构 . 对 于 这 种 结构 , 函数 x 及 
y 中 的 每 一 个 是 X 上 的 全 纯 函 数 . 现 对 于 zx 来 证 明 这 一 点 : 由 于 z 是 局 部 坐标 , 在 
满足 yo Z 0 的 一 点 (zo, yo) , 上 述 结果 是 明显 的 . 在 满足 yo = 0 的 一 点 (zo,yo) ,y 
是 局 部 坐标 , z = (1 — y?) 是 y 的 全 纯 函 数 . 

RAR z 作为 映射 y: X — C. 这 时 (X, o) 是 C 上 的 一 个 黎 曼 面 . 这 就 是 我 们 
要 确定 的 歼 曼 面 . 在 这 和 歼 曼 面 上 , y= (1 — z3)1/3 正好 是 一 个 ( 单 值 ) 全 纯 函 数 . 我 们 
注意 到 , 在 每 点 z e€ C E, 黎 曼 面 X 有 三 点 : 即 满 足 y = (1 一 z3)1/3 的 三 点 (x,y). 
我 们 说 这 和 歼 曼 面 有 三 “ 叶 ”. 但 是 如 果 z Æ CEL j, j 三 点 中 的 一 点 ， 上述 三 点 
重合 . 

现 确定 上 述 解析 空间 X 上 的 一 个 全 纯 微 分 形式 w 如 下 : 在 满足 yo Z 0 的 一 点 
(zo,yo) 的 邻 域 内 , 取 


dz 
w = —. 
Y 
在 满足 yo = 0 的 一 点 (zo, yo) 的 邻 域 内 (这 时 zo Z 0), W 
_ d 
= — 


(如 果 zo Z 0, yo Z 0, 那么 从 (2.1) 所 导出 的 关系 式 
z2 dz + du = 0 
出 发 , 可 以 推出 微分 形式 的 等 式 _ -24 ) 可 以 说 w 就 是 C 上 的 微分 形式 


dz 
(1 — Z3)1/3 


在 C 上 引入 黎 曼 面 (X, e), 可 使 这 一 微分 形式 成 为 全 纯 的 . 
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例 证 明 : 图 12 中 平面 C 上 的 闭 道路 í, 实际 上 是 黎 曼 面 上 一 条 闭 道路 在 映 
射 yp 下 的 像 . 更 准确 地 说 , 在 X 上 有 三 条 闭 道 路 都 以 y 为 像 . 求 上 述 微 分 形式 沿 其 


O RH ; 、 A 1 dz 全 2n 
中 一 条 闭 道路 的 积分 , 可 证 明 实 积分 用 — ays 等 于 A 


图 12 


再 考虑 大 系 式 (2.1). 由 这 关系 式 可 确定 不 是 在 C E, 而 是 在 歼 曼 球面 S, 上 的 
gm. 为 此 , 考虑 复 射影 平面 P(C), 即 


CxCxC-{0,0,0} 


在 下 列 等 价 关系 下 的 商 : 
如 果 z,u,z 与 x,y,z 成 比例 , 就 说 (x,y,z) ~ (zz (我 们 说 (zy z) 是 
所 确定 的 P,(C) 中 的 点 的 齐 次 坐标 组 , 亦 即 其 等 价 类 的 齐 次 坐标 组 ) P(C) 中 齐 次 
坐标 满足 
zŠ + Š = zŠ (2.2) 


的 点 成 一 分 离 拓扑 空间 X 上 述 空 间 X 可 看 作 X' 的 一 个 子 空间 : 与 每 点 (x,y) € X 
HA, 取 齐 次 坐标 为 (z, DT) 的 点 . 空间 X 是 由 空间 X 以 及 3 个 “无 穷 远 ”点 
组 成 的 : 这 3 点 的 齐 次 坐标 是 (1, 一 1,0) ,(7 , 一 1, 0) 及 G2, —1, 0 ). 请 读者 在 X 上 
确定 一 个 解析 空间 结构 , 使 其 开拓 X 的 解析 空间 结构 (只 需 在 X 的 三 个 无 穷 远 点 
中 每 一 点 的 邻 域内 , 确定 一 个 局 部 坐标 ), 并 且 确 定 一 个 全 纯 有 映射 mw : X' 一 52, 使 其 
为 开拓 y. 可 以 证 明 : X 是 紧 解 析 空 间 , y/z 是 X 上 的 一 个 亚 纯 图 数 , 它 以 三 个 
无 穷 远 点 作为 极点 . 


3. 与 “椭圆 曲线 ” 相 联 系 的 黎 曼 面 
考虑 两 个 复 变 量 z 及 y 之 间 有 下 列 形状 的 代数 关系 式 : 


y’ = 4r? — 20a2z — 28a4 (3.1) 
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(我 们 有 意 采用 与 第 五 章 § 2 第 5 段 中 相同 的 记号 ). 假定 选取 as 及 aaj , 使 得 (3.1) 右边 的 多 项 
式 有 三 个 不 同 的 根 . 把 这 多 项 式 记 作 P(z), 那么 对 于 满足 P(z) = 0 的 任何 值 z，P'(z) Z 0, 这 
里 P 表示 P 的 导数 多 项 式 . 

现 与 “椭圆 代数 曲线 ”(3.1) 相 联 系 , 作 C 上 的 一 个 黎 曼 面 (X, y). 作为 拓扑 空间 , X 是 满 
Æ (3.1) 的 数 对 (x,y) 所 组 成 的 C x C 的 子 空间 . 在 这 空间 X 上 , 确定 一 个 解析 空间 结构 如 下 : 
在 满足 yo Z 0 的 一 点 (zo,yo) € X , R z 作为 “局 部 坐标 ”. 在 满足 yo = 0 的 一 点 (zo,yo) ,我 
们 有 P'(zo) Z 0, 从 而 由 隐 范 数 定理 , 关系 式 (3.1) Æ (zo, 0) 的 邻 域 内 与 形 如 xz = fy) 的 一 个 
关系 式 等 价 , 这 里 f 在 0 的 邻 域内 全 纯 , 并 且 f(0) = zo. 在 这 样 一 点 (zo, 0) 的 邻 域 内 , 取 y 作 
为 局 部 坐标 . 

EI y: X — C 使 x e cC 与 数 对 (x,y) 相对 应 . 它 显 然 是 全 纯 的 . 因此 (X, E: C 上 
的 一 个 黎 人 受 面 . 它 有 两 “ 叶 ”, 这 是 由 于 z 的 一 个 值 对 应 着 y 的 一 般 说 来 不 相同 的 两 个 值 (如 果 
P(x) Z 0, 这 两 值 不 相同 ). 另 一 方面 , 函数 X — C 使 vy 与 数 对 (x,y) 相对 应 , 它 也 在 Xx 上 全 
纯 ; 把 它 简单 记 作 y. 

在 满足 yo Z 0 的 点 (zoyo) € X 的 邻 域内 , 微分 形式 w 由 w = dz/y 所 确定 ; 而 在 点 
(zo,0) € X 的 邻 域内 , 则 由 w = — “o 所 确定 , 这 是 X 上 的 一 个 全 纯 微分 形式 . 由 于 它 是 
财 形 式 , 它 在 X 中 每 点 的 邻 域内 有 一 原 图 数 . 在 大 范围 , 这 原 函 数 是 一 多 值 图 数 z, CE X 中 每 
点 的 邻 域内 全 纯 . 关系 式 dz = w 表明 我 们 有 


dz = ydz. (3.2) 


在 每 点 (z0, y0) € X 的 邻 域内 , 函数 z 的 每 一 分 支 是 一 局 部 坐标 . 事实 上 , 如 果 yo Z 0, z 是 一 局 
部 坐标 , 并 且 dz = dr; 如 果 yo = 0, y 是 一 局 部 坐标 , 并 且 dz 二 = 这 里 分 母 不 为 零 


现在 补充 黎 受 面 (X, p), FERN RERE S 上 的 一 个 黎 曼 面 (X'p). 为 此 , 把 复 射 影 
平面 P(C) (参看 第 2 段 ) 上 一 点 的 齐 次 坐标 记 作 (x,y,t), 并 且 考虑 P, (C) 中 齐 次 坐标 满足 


yt = 4r? — 20azxt? — 28a412 (3.3) 


的 点 所 成 的 集 X. X 是 一 分 离 拓 扑 空 间 . 如 果 对 应 于 每 点 (z,y) € X , RX 中 齐 次 坐标 为 
(z,y,1) 的 点 , 那么 就 可 把 X 看 作 X' 的 一 个 子 空 间 : RE X 一 和 只 由 一 个 “无 穷 远 ” 点 即 齐 
次 坐标 为 (0,1,0) 的 点 组 成 . 在 这 点 ( 记 作 oo) 的 邻 域内 , 可 取 z/y = x 作为 局 部 坐标 , 这 是 因为 
Z 确定 点 oo 的 一 个 邻 域 到 C 中 点 0 的 一 个 邻 域 上 的 同 胚 (事实 上 , $ t/y =t, RRA (3.3) 
等 价 于 


t = 4r” — 20a272't” 一 28aat 

在 x = 0,t = 0 的 邻 域内 , 由 隐 函 数 定理 , t 是 z' 的 全 纯 函 数 : 
t = 4g” — 320a2£" 二 +.…). (3.4) 
在 co 的 邻 域内 选取 了 局 部 坐标 r 后 , 在 X' 上 确定 一 个 解析 空间 结构 的 工作 就 完成 了 (请 


读者 验证 结合 条 件 ). 最 后 , 映射 o 确定 为 在 X 上 等 于 o, 而 且 使 X’ 中 的 点 co 对 应 于 S; 中 的 
AFA. 
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上 面 确定 的 X 上 的 全 纯 微 分 形式 o, 也 可 开拓 成 为 X' 上 的 全 纯 微分 形式 : 在 点 co 的 邻 域 
内 , 应 用 局 部 坐标 r 以 及 由 (3.4) 所 确定 的 r 的 全 纯 函 数 t, < 
dt _ 
t Ç 42 +.. 
= 一 2dz (1 + g(z')), 


w = t'd(z' /U') = dx — x’ 


其 中 g 是 z' = 0 的 邻 域内 的 全 纯 函 数 , 而 且 在 z' = 0 时 为 零 . ( 紧 ) 空间 X' 上 这 样 确定 的 形式 
w 局 部 有 原 盟 数 , 这 是 X 上 的 一 个 多 值 函数 , 它 在 X 中 每 点 的 邻 域内 用 作 局 部 坐标 . 

现 假 定常 数 a 及 a4 是 从 第 五 章 82 中 一 个 离散 群 Q 出 发 , 按照 关系 式 (5.5) 导出 的 . 于 是 
同一 节 中 的 命题 5.1 表明 , 亚 纯 变 换 


z=p(2), Y=p (2) (3.5) 


确定 解析 空间 C/Q 到 解析 空间 X 上 的 一 个 同 构 , 作为 逆 同 构 , z 是 X 上 的 多 值 全 纯 函 数 , 它 
的 各 个 (局 部 ) 分 支 彼此 间 可 由 加 上 属于 Q 的 常数 而 相互 导出 . H (3.5), RITA dz = y dz, 从 而 
dz (Ek X 上 确定 好 了 的 一 个 微分 形式 ) 就 是 上 面 确定 的 形式 w (这 说 明了 记号 z 是 合理 的 ). 

现在 放弃 这 一 假设 : a 及 aa 是 从 第 五 章 82 中 一 个 离散 群 Q 出 发 , 由 公式 (5.5) 得 来 的 . 在 
X 上 由 条 件 dz = w 所 确定 的 多 值 函 数 z 仍然 是 确定 的 . 对 空间 X 的 拓扑 作 更 深入 的 分 析 就 
可 证 明 , 通过 加 上 属于 加 法 群 C 中 一 个 离散 子 群 Q 的 常数 , z 的 各 个 分 支 彼此 可 以 相互 导出 , 这 
里 Q 是 由 线性 无 关 的 两 元 素 el 及 ea 在 实数 域 及 上 产生 的 . 要 求 多 值 函 数 z 在 X 中 点 co 处 
HF (mod.Q), 就 可 完全 确定 这 一 函数 . 然后 引进 代数 曲线 


y? = 4r? — 20b2x — 2804， 


其 中 bs 及 ba 由 下 列 两 式 给 出 : 


1 1 
b2 = 3 2. — b= 5 2. 6 

设 (X”, p") 是 S2 上 相应 的 黎 曼 面 . SERR z 确定 从 X 到 C/Q 的 一 个 全 纯 映 射 . 在 上 
面 已 经 看 到 ，C/Q 与 X” 同 构 , 因此 我 们 有 一 全 纯 映 射 f: X' 一 X”. 可 以 证 明 (这 里 不 作证 明 )， 
f 是 一 同 构 , 因此 在 X E, f 取 任 何 类 数值 (mod. Q) 一 次 , 并 且 只 取 一 次 . 于 是 X 中 一 点 的 
( 非 齐 次 ) 坐标 z 及 y 是 z 的 以 Q 作为 周期 群 的 亚 纯 函 数 . 容易 看 出 , z 的 函数 z # z = 0 有 二 
重 极点 , 并 且 有 主要 部 分 1/z” ( 除 Q 中 的 点 外 无 其 他 极点 ). 由 此 推出 z = p(z) 以 及 y = p'(z)， 
这 里 p 表示 依赖 于 群 Q 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 . 这 样 , 同 构 f: X' 一 X" 就 是 恒 等 映射 , 并 且 我 
们 有 b2 = az,ba = as. 最 后 , 我 们 看 到 , 使 (3.1) 右边 的 多 项 式 P(z) 有 三 个 不 同根 的 常数 对 az 
及 a4, 确定 一 个 离散 群 02, 使 得 a2 及 a4 满足 第 五 章 82 中 的 关系 式 (5.5), 而 且 代数 曲线 (3.1), 

包括 它 的 无 穷 远 点 ， 可 用 公式 (3.5) 作为 参数 表示 式 . 


4. 解析 开拓 概念 
我 们 将 限于 考虑 在 复 平面 C 中 的 解析 开拓 . 现 提出 问题 如 下 : 
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问题 ”假定 已 给 平面 C 中 非 空 过 通 开 集 U (U 看 作 C 上 的 黎 曼 面 , 取 ; :TU 一 C 
为 目 然 的 单 射 ). 设 已 给 在 U 内 全 纯 的 函数 f. 我们 要 找 C 上 的 一 个 无 分 支点 的 歼 
曼 面 (X, wp), UR U # X 中 一 开 集 上 的 一 个 同 构 j, 使 其 满足 下 列 条 件 : 
(i) poj =i (这 样 可 把 U 看 作 x 中 的 一 个 “ 子 黎 紧 面 ”); 
(ü) KA 上 开拓 为 X PHARRR g (“开拓 ”表示 : 在 U 内 我 们 有 go7 = f); 
Gi) REM (X, y) 是 在 满足 G) 及 (ü) 的 黎 曼 面 中 “可 能 最 大 的 一 个 ”. 这 确切 
地 表示 : 如 果 C 上 一 个 无 分 支点 的 黎 曼 面 (X', wp), AK U 在 X 中 一 开 集 上 的 一 
个 同 构 y 满足 与 G) 及 (Gü) 相 类 似 的 条 件 , 那么 存在 一 个 并 且 只 有 一 个 全 纯 映射 
h: X' — X, 
使 得 
hoj 一 7 poh= g. (4.1) 
在 进一步 讨论 以 前 , 先 作 一 点 说 明 : 根据 “解析 开拓 原理 ”( 人 参看 84 第 4 段 ), 在 
条 件 ( 中 ,“ 开 拓 上” f 的 全 纯 函 数 g 是 唯一 的 , 而 且 在 (üi) H, 如 果 g' 是 定义 于 (iü) 
中 的 X PRE g oy = f 的 唯一 全 纯 也 数 , 那么 我 们 必然 有 
goh = g'. (4.2) 


事实 上 , goh Æ X' 中 全 纯 , 并 且 因 为 根据 (4.1), hoj = 方 根据 假设 , g o j = f, Hr 
以 在 U 内 我 们 正好 有 (goh) o ;' = f. 

我 们 把 性 质 Gü) 简单 地 说 成 是 三 元 组 合 (X, wp, 7) 具备 泛 性 质 ( 指 的 是 对 于 满足 
(i) 及 (i) 的 三 元 组 合 ) . 

解析 开拓 的 基本 定理 如 下 : 给 出 一 个 连通 开 集 U c C 与 一 个 在 U 内 全 纯 的 加 
数 f, 上 述 问 题 有 一 个 解 , 而 且 只 有 一 个 解 . 这 里 说 的 唯一 性 应 理解 为 “相差 一 个 同 
构 ”. 现 先 证 明 唯一 性 , 同时 确切 说 明 必 须 怎样 理解 “相差 一 个 同 构 ”. 

唯一 性 的 证 明 ”假定 有 问题 的 两 个 解 (X, ,7) 及 (Xip). 因为 由 假设 , (X, 
pj) 有 泛 性 质 , 所 以 存在 着 一 个 并 且 只 有 一 个 全 纯 映 射 h : X, 一 X, 使 得 


hoji=j, poh= yı. (4.3) 
根据 同样 的 理由 , 存在 着 一 个 并 且 只 有 一 个 全 纯 映 射 hi: X 一 Xi, 使 得 
hioj=j, piohi= e. 
考虑 X A X 的 映射 hoh, 这 是 满足 下 列 两 式 的 一 个 映射 k : 
koj=j, @°k= e; 


而 根据 泛 性 质 , 存在 唯一 的 一 个 具有 这 些 性 质 的 全 纯 映 射 . 又 因 X 的 恒 等 映 射 具 有 
这 些 性 质 , 所 以 上 = hoh Æ X 的 恒 等 映射 . 根据 同样 的 理由 , hi o h 是 X, 的 恒 等 
映射 . 由 此 可 见 , h 及 hi 是 彼此 互 逆 的 同 构 . 
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这 样 , 通过 满足 (4.3) 的 一 个 同 构 , 上 述 问题 的 任意 两 个 解 可 以 相互 导出 . IFE 
在 这 种 意义 下 , 我 们 可 以 说 除去 相差 一 个 同 构 外 , 上 述 问题 的 解 (如 果 有 人 解 的 话 ) 是 叭 

还 要 证 明 解 存在 , 这 更 困难 一 些 . 现 作出 证 明 , 但 请 初学 者 暂 不 学 习 这 一 证 明 . 

iX (zo, S) 是 一 点 zo € C 及 收敛 半径 不 为 零 的 一 个 ( 单 变量 ) RAR S 所 形成 的 一 个 二 元 组 
合 , 设 2 是 这 些 二 元 组 合 的 集 . 在 Z 上 确定 拓扑 如 下 : 对 于 开 集 V c C 及 V 内 全 纯 的 函数 F 
所 形成 的 每 一 对 (V, F), 取 二 元 组 合 (zo, S) 的 集 W(V, F) 与 它 对 应 , 在 这 里 zo € V, S 为 寡 级 数 
》， nX”, 它 使 得 > aqa (z — zo)” H F #E zo BJ SBD5RIN WJ pE2 SUK. 对 于 我 们 要 在 Z 上 确 


n>0 


定 的 拓扑 , 作为 定义 ， = W(V, P) 形成 开 集 的 一 个 基 : Z 中 任何 开 集 是 形 如 W(V, F) 的 集 的 并 
集 . 反之 , 形 如 W (V, F) 的 集 的 任何 并 集 是 一 开 集 . 容易 证 明 , 两 个 开 集 的 交集 是 一 开 集 , 于 是 我 
们 正好 在 Z 上 确定 了 一 个 拓扑 . 这 拓扑 是 分 离 的 . 如 果 zo Z z ,不 同 两 点 (z0, 5) 及 (zú, S) 显 
然 有 不 相交 的 开 邻 域 ; 如 果 zo = zo, S Z S, 那么 由 “解析 开拓 原理 ”,( 与 zo 充分 接近 的 ) 这 样 的 
点 的 集 是 空 集 :在 这 些 点 的 邻 域 中 , KARRAR S 及 S 所 确定 的 全 纯 函 数 相同 . 

与 每 一 二 元 组 合 (zo, S) 相对 应 , 取 点 zo € C . 这 样 确定 了 一 个 映射 p : Z — C, 它 局 部 为 
一 同 胚 (这 束 是 说 , Z 的 任何 点 有 一 邻 域 , 使 得 p 在 这 邻 域 中 的 限制 是 到 它 的 像 上 的 一 个 同 胚 ). 这 
AnH Z 的 拓扑 的 定义 立即 推出 . 把 p 作为 空间 Z 中 每 点 的 邻 域内 的 局 部 坐标 , 在 Z 上 就 确 
定 了 一 个 解析 空间 结构 . 对 于 这 种 结构 , 映射 p 是 全 纯 的 . 因此 如 果 Z 是 连通 的 (我 们 将 看 到 情 
况 不 是 这 样 ), 那么 (2,p) 应 当 是 C 上 的 一 个 黎 曼 面 . 

在 空间 Z 中 确定 一 个 函数 G 如 下 : 作为 定义 , G 在 一 点 (zo,S) c Z 的 值 是 寡 级 数 S = 
> nX” 的 常数 项 , 这 也 是 在 zo 的 邻 域内 确定 的 全 纯 函 数 > an(z — zo)” ÆA zo 的 值 . 由 Z 


7 之 0 


的 拓扑 的 定义 容易 看 出 , 在 空间 Z 上 这 样 确定 的 函数 G 是 全 纯 的 事实 上 , 如 果 在 (z0, 5) 的 邻 
域内 把 它 表 示 为 局 部 坐标 z (邻近 zo) 的 函数 , 就 可 看 到 函数 G 有 震级 数 展 式 X an(z 一 zo)", 
n 之 0 


这 里 > nX” 恰好 是 级 数 S. 


直到 现在 我 们 还 没有 用 到 给 出 的 非 空 连通 开 集 U URE U 内 全 纯 的 函数 f. 现在 就 要 用 上 
它们 . 考虑 W(U, f): 作为 定义 , 这 是 解析 空间 Z 中 的 一 个 ( 非 空 连通 ) 开 集 , HEES p: Z> C 
在 这 开 集 W(U, f) 中 的 限制 是 W(U, f) 到 开 集 U c C 上 的 一 个 同 构 . 设 ; 是 逆 同 构 . 复合 映射 
G oj 就 是 上/ 设 X 是 2 中 含 开 集 j(U) 的 连通 支 集 , 又 设 是 pz 在 X 中 的 限制 , 最 后 设 9 是 
G Æ X 中 的 限制 . 

由 于 p 局 部 为 一 同 胚 , p 也 是 这 样 , 因此 (X, p) 正好 是 C 上 的 一 个 无 分 支点 的 黎 曼 面 . 为 了 
证 明 (X,y) KEH 7 满足 问题 中 的 条 件 , 只 需 证 明 它 们 满足 条 件 (i),(i) 及 (Gii. 条 件 G) 可 由 7 
的 定义 立即 推出 . 因为 9 是 G 在 X 中 的 限制 , 并 且 如 我 们 所 已 看 到 的 ，Go7 = f, 所 以 条 件 (ii) 
是 正确 的 . 现 证 明 (Gii) : 设 (X', wp ) K y f (ii 中 那样 , 而 函数 g' 在 X' 中 全 纯 , 并 且 在 U 内 ， 

g oj = f. AE X 到 2 中 的 一 个 映射 k, 对 于 每 点 ro € X”, 取 一 二 元 组 合 (p (xb), S) 和 它 对 

, 这 里 S 表示 这 样 的 宕 级 数 > an X” : 设 Xz) 是 在 z 的 邻 域内 满足 Alp (x) = g'(z') 


KEAR, Y a,(z— zo)" E A(z) 在 £ zo = p(x0) 的 邻 域内 的 展 式 (这 里 用 到 了 这 样 的 假设 : 


r2 0 
ZE (Xy) 是 无 分 支点 的 , 从 而 p(x) 是 在 X' 上 z 的 邻 域内 的 局 部 坐标 ). 刚才 确定 的 映 
k 在 XX" 中 全 纯 . 由 于 空间 X 是 连通 的 (根据 黎 曼 面 的 定义 ), CERA k 下 的 像 是 连通 的 ， 


5J 题 . 167 >- 


又 因 这 个 像 显然 包含 开 集 j(U), 所 以 这 像 包含 在 Z 中 的 连通 支 集 X 内 . EE k 导出 从 X' AX 
的 一 个 全 纯 上 映射 h, 并 且 容 易 证 明 h 满足 条 件 (4.1). 为 了 完成 证 明 , 还 只 需 证 明 : 满足 (4.1) 的 
任何 全 纯 映 射 h: X 一 X, 与 上 述 映射 重合 , 然而 这 两 映射 必须 在 非 空 开 集 j(U) 内 重合 , 于 是 
根据 解析 开拓 原理 (84 第 4 Ez), 它们 在 整个 连通 空间 X 内 重合 . 

LAHA 在 包含 已 给 开 集 U, 而 且 使 已 给 函数 f 在 U 内 为 全 纯 的 黎 曼 面 中 ， 
我 们 像 这 样 得 到 了 一 个 “最 大 的 ”在 C 上 无 分 支点 的 黎 曼 面 . 最 简单 的 想法 应 当 是 
求 一 个 包含 U 的 连通 的 “最 大 开 和 集 ”V, 使 得 在 这 开 集 内 三 可 开拓 为 一 全 纯 函 数 . 但 
是 这 样 的 问题 一 般 无 解 . 正 是 因此 , 必须 考虑 C 上 无 分 支点 的 黎 曼 面 ， 而 不 是 简单 
地 考虑 C 上 的 开 集 . 这 里 有 一 个 例子 , 它 表 明 不 存在 包含 U 的 最 大 连通 开 集 V, 使 
得 f E V 内 可 以 开拓 : 取 C 中 不 含 0 的 一 个 开 圆 盘 作为 U, 并 且 取 log z ÆU N 
的 一 个 分 支 作为 图 数 f. 设 U: 是 与 U 关于 0 为 对 称 的 开 圆 盘 , 容易 作出 同时 包含 U 
及 U' 的 两 个 单 连通 开 集 Vi 及 V, ( 见 图 13) : 如 果 在 V. 内 以 及 在 V, 内 开拓 log z 
Æ U 内 的 所 考虑 的 分 支 , 那么 所 得 V. 内 以 及 V. 内 的 分 支 在 U 中 的 限制 , 就 是 不 
同 的 分 支 . 因此 不 存在 包含 Vi 及 V, 的 开 和 集 V, 使 得 log z Æ U 内 的 分 支 可 以 在 V 
内 开拓 . 于 是 不 存在 包含 U, HIE f 在 UV 内 可 进行 开拓 的 最 大 开 集 . 


E RD 


图 13 


总 是 设 f 为 开 集 U c C 内 的 全 纯 函 数 , 并 且 设 zo € U. 考虑 起 点 为 z2, 终点 为 
21 的 一 条 道路 7 : 工 一 C, 我 们 不 假定 y 的 像 包 含 在 U 内 .(I 表示 线段 [ 0,1 ].) 另 一 
方面 , 设 三 元 组 合 (X, yp,g) 满足 条 件 0,0,6). 如 果 存 在 一 个 连续 映射 h: I — X, 
使 得 poh = y K h(0) = j(zo), 那么 这 样 的 h 是 唯一 的 (容易 证 明 ), 我 们 称 它 为 黎 
曼 面 (X, vp) 上 道路 y 的 一 个 标志 . 在 点 h(1) e X 的 邻 域内 , 函数 g 可 表示 为 点 z 
的 邻 域内 z = y(x) 的 全 纯 函 数 , 我 们 说 z 的 这 个 全 纯 明 数 是 由 全 纯 函 数 f 沿 道 路 ~ 
(起 点 为 z0, 终点 为 21) 作 解 析 开 拓 而 得 . 

上 述 解 析 开 拓 理 论 有 种 种 推广 . 例如 可 不 在 C 上 无 分 支点 的 歼 曼 面 上 开拓 , 而 
在 黎 受 球面 上 无 分 支点 的 黎 曼 面 上 开拓 , 论证 与 这 里 相 类 似 . 我 们 也 可 考虑 不 是 无 
分 支点 的 黎 曼 面 , 而 对 它们 加 上 与 G) Gi) 及 Gi 相 类 似 的 条 件 , 于 是 可 证 明 , 这 样 提 
出 的 问题 还 是 有 一 个 解 , 而 且 这 个 解 “ 除 去 相差 一 个 同 构 外 ”是 唯一 的 . 


>J wA 


1. 设 D 是 平面 C 上 与 C 不 同 的 一 个 单 连 通 开 集 , 并 且 设 a € D. 给 出 一 个 满足 1b|< 1 的 复 
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数 b 以 及 一 个 实数 a, 证 明 存 在 着 只 有 一 个 全 纯 函 数 f(z), 它 确定 D 到 单位 圆 盘 上 的 一 个 
同 构 , 并 且 满 足 
(i) f (a)=b, (ü) arg f'(a) = o. 


. 设 D 是 一 连通 开 集 , 其 边界 为 无 公共 点 的 两 圆 C, 及 C2 的 并 集 , 而 且 Ci 含 在 C2 KWAR. 


证 明 存 在 着 把 D 映射 到 圆 环 > <| z |< 1 上 的 一 个 单 应 变换 (这 里 + 是 > 0 并 且 < 1 的 一 
个 适当 的 数 ). 


. 设 f(z) 是 单位 圆 盘 B :| z |< 1 内 的 全 纯 单 叶 函 数 , 并 且 设 D = f(B) 是 B # f 下 的 像 


同样 , 设 D, ENAA B; :| z |<7r(0<7r<1) 在 ff 下 的 像 . 
(i) 证 明 : 如 果 h 是 DD 的 一 个 自 同 构 , 它 使 点 (0) 不 动 , 那么 我 们 有 : 


h(D,) C Dr, XHF 0 <r<1. 


(对 函数 f-l(h(f(z)) MHAR.) 
(ii) 证 明 : 如 果 D 关于 点 f(0) 是 星 形 的 (定义 请 参看 第 二 章 81 第 7 段 ), 那么 对 于 0 <r < 
1, D, 关于 点 f(0) 也 是 星 形 的 . (化 到 f0) = 0 情形 , 并 且 对 于 0 < À < 1, 考虑 函数 
f '(Af(2)):) 
(ii) 现在 假定 D 是 凸 的 . 证 明 对 于 0 < r <1, Dr 也 是 凸 的 . 如 果 E 是 满足 E c B 的 一 
个 开 圆 盘 , 它 的 像 f(E) 也 是 凸 的 吗 ? 
(给 出 0 < 入 < 1, 以 及 zi1,z2 € B. WÈ | z |<] 22 |# 0 ,考虑 图 数 


ga(z) = (1 — AA)f(zz1/z2) + Àf (z). 


对 于 第 二 个 问题 , 证 明 存在 着 B 的 一 个 自 同 构 p, 满足 p(B) = B,, 这 里 0<r < 1; #& 
后 考虑 函数 foy.) 


. 设 w= f(z) 是 单位 圆 盘 | z |< 1 内 的 全 纯 单 叶 函 数 , 并 且 设 r ÆA |z|=r(0<r<1) Æ 


f 下 的 像 . WEK P 在 点 f(a)(] a |= r) 处 的 曲率 半径 p 由 下 列 公 式 给 出 : 


1 _ Re(af”(a)/f'(a)) +1 
P | af'(a) | | 


(注意 : 如 果 f(ret2) = ulh) 十 iw(9), 我 们 有 
u'u" — uu! ú Im( u” + iv" 
U2 十 v2 u! + 4! 


其 中 w', wu” 等 表示 关于 0 的 导数 .) 


)， 


. 设 a 是 复数 ,7 是 实数 > 0, C 是 心 为 a, 半径 为 7 的 圆 , z1, z 是 关于 圆周 C 的 反 演 下 的 


对 应 点 . 设 S 是 满足 Sla) Z ee 的 一 个 单 应 变换 . 证 明 S(z1) 及 Sle) 在 同一 个 反 演 下 相 
互 对 应 , 决定 这 一 反 演 的 中 心 和 半径 . 如 果 S(a) = oo, 证 明 S(z1) 及 S(z2) 关于 一 直线 ( 即 
C 在 9 下 的 像 ) 为 对 称 . 


. 设 C (K T) 是 复 平 面 z (及 w) FH [|z —a |= r (及 | uy — o |= p) 确定 的 一 个 圆 . i D 


(及 A) 是 z (K w) 平面 上 满足 下 列 条 件 的 一 个 连通 开 集 : 
(i) Co = DNC (K To = ANT) Æ C (及 站) 的 一 段 非 空 ( 开 ) 绝 ; 
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(iü) D+ = Jo(D-) (及 A4 = J>r(A _)), 在 这 里 Jo (及 Jr) 表示 关于 圆 C (及 T) 的 反 演 . 

D+ (K A+) RWE | z-a |2 r (É |* — o |2 p) BJ z(€ D)(É x (€ T)) 所 构成 的 

集 . 

NRAKA f 在 D4 U Co 中 确定 且 连 续 , 在 A, U To 中 取 值 , 并 且 满足 : 

Gii) f 在 D, 中 全 纯 , HE p. 映射 到 A+ W; 
(iv) f 把 Co 映射 到 To 内 . | 

证 明 : 在 这 些 假设 下 , f 能 唯一 地 开拓 成 为 在 D 内 全 纯 , HE D_ 映射 到 A- 内 的 函数 
g. (应 用 第 5 题 化 到 Co (及 To ) 包含 在 实 轴 内 的 情形 , 然后 应 用 第 二 章 , 82, 第 9 段 中 的 施 
瓦 次 对 称 原理 . 

现 把 (ii) 及 (iv) 换 成 下 列 较 强 的 假设 : 

(iii) 了 确定 D. 到 A. 上 的 一 个 同 构 ; 

(iv ) f 把 Co 映射 到 To。 上 

证 明 开 拓 g 是 D 到 A 的 一 个 同 构 . (特别 必须 证 明 f 是 单 叶 的 , 即 须 证 明 f 在 Co 中 
不 同 的 点 取 不 同 的 值 ; 应 用 第 三 章 , 85, 命题 4.2 , 可 用 反 证 法 来 证 明 这 一 点 .) 
. 设 a K r 是 满足 7 > a > 0 的 两 实数 . 求 一 函数 w = f(z), 使 其 确定 卡 西 尼 卵 线 的 内 部 
D :| 22 — a? |< r? 到 单位 圆 盘 B :| w |< 1 上 的 一 个 同 构 , 并 使 对 称 轴 保 持 不 变 . (考虑 由 


| z-a |<r?°, Re(z) > 0 
所 确定 的 卡 西 尼 卵 线 内 部 的 右 半 部 DT, 以 及 由 
|a |< 1, Re(w)>0 


所 确定 的 单位 圆 盘 的 右 半 部 BT. 由 对 称 原理 , 只 需求 一 函数 f, 使 其 确定 DT 到 B+ 上 的 一 
个 同 构 , 使 其 在 实 轴 上 取 实 值 , 并 且 把 z 平面 的 线段 iy，| y |< r2 — a2 映射 到 w 平面 的 线 
E iv, | |< 1 上 . 为 此 , 先 考虑 变换 C = z?, 然后 考虑 把 圆周 | ç a? |= 72 变 成 单位 圆周 
| Z |= 1, 把 线段 o 一 < Re(C) 和 0，Im(6) = 0 变 成 线段 -1 < Re(z) < 0, Im(Z) = 0 


的 单 应 变换 Z 二 ti 及 .最 后 考虑 函数 w= Z? 的 一 个 适当 的 分 枝 .) 


. 设 PT : Im(z) > 0 为 上 半 平 面 . 考虑 沿 P+ 内 连结 0 及 z 的 道路 所 取 积 分 确定 的 函数 


f(z): P 

u= fl) =J (1—2)(1 kY 
其 中 是 满足 0 < k < 1 的 一 个 实 常数 . 取 根 式 在 t= 0 时 为 1 的 单 值 分 支 . 证 明 f(z) 可 
以 在 闭 半 平 面 Im(z) > 0 开拓 成 为 一 个 连续 函数 . 


今 


l dt ， /i* dt ye 
J, (1 —t2)(1 — k2t2) #8 = J (E — 1)(1 — k2t2) CAKO). 
证 明 : 这 样 开 拓 而 得 的 函数 f(z) 确定 半 平 面 P+ 到 以 下 列 各 点 为 顶点 的 (JF) 矩形 上 的 一 个 
同 构 : —K,K,K 十 iK', 一 K 十 iK', 而 且 f(z) 把 实 轴 映 射 成 这 和 矩形 的 边界 . 确定 与 矩形 各 
顶点 的 对 应 点 . 
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证 明 可 把 逆 变 换 z = Flu) 在 变量 u 的 平面 内 开拓 成 一 双 周 期 亚 纯 函数 ， 其 周期 为 
4K, 2iK'. 找 出 这 函数 的 零点 和 极点 , 并 且 由 此 导出 , 存在 一 个 常数 A, 使 得 我 们 有 
F(u) = Aðı(u/2K)/vo(u/2K), 


这 里 9o,91 表示 第 五 章 习 题 3 中 考虑 过 的 函数 , 而 取 7 = ¿K'/K. 


第 七 章 ”全 纯 微 分 方程 组 


81. 存在 与 唯一 性 定理 
1. 问题 的 提出 
i k 为 一 整数 > 1. 假定 已 给 上 上 LI 个 复 变量 的 全 纯 函 数 kN: 
filT,Yy1, Yk), 1<is< k, 
假定 这 些 函 数 在 一 点 (a,b1,… ,bk) 的 邻 域内 全 纯 . 考虑 微分 方程 组 


dyi . 
= fi(£, Y1; Yk) 1 <: < k. 
q filz, yı Yk) 2 


(1.1) 


我 们 要 求 含 k TRR yi = pile) (i = 1,… k) 的 函数 组 , 使 得 这 些 函 数 在 点 z = a 
的 邻 域内 全 纯 , pila) = bi, 而 且 满 足 方程 组 (1.1). 最 后 一 条 件 表明 导数 y(x) 满足 


@ (z) = f,(z,@1(z),:: : , pk (2). 
定理 1 上 述 问 题 有 一 组 解 , 并 且 只 有 一 组 解 . 
下 三 段 中 将 证 明 这 一 定理 . 
2. k=1 情形 : 形式 解 


这 时 我 们 有 自 变量 z 的 唯一 一 个 未 知 函数 y, 要 解 的 微分 方程 是 


dy 


(1.2) 


(2.1) 
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f(z,y) 是 已 给 的 在 点 (a,b) 的 邻 域 内 全 纯 的 一 个 函数 .为 了 简单 起 见 , 此 后 假定 
a = 0,5 = 0. 应 用 平移 , 我 们 总 可 化 到 这 种 情形 . 设 


f(z, y) = >` cp qX’ yd (2.2) 

p,q20 
为 f 的 泰勒 展 式 . 由 假设 , 它 在 原点 的 邻 域内 收敛 . 未 知 函 数 y = p(z) 有 泰勒 展 式 
p(z) = >` qA T”, (2.3) 


其 系数 an 待定 . 由 于 我 们 要 求 p(0) = 0, 系数 ao 为 0. 
第 一 步 限 于 求 出 形式 上 满足 微分 方程 (2.1) 的 一 个 形式 需 级 数 (2.3). 换 句 话说 ， 
用 w'(z) 表示 形式 级 数 p(x) 的 形式 导数 , 我 们 必须 有 
p (7) = f(z, e(z)), (2.4) 
其 中 右边 是 用 (无 常数 项 的 ) 形式 级 数 p(z) 代 换 y 而 得 . 
命题 2.1 已 给 形式 级 数 (2.2), 存在 一 个 并 且 只 有 一 个 形式 级 数 (2.3) 满足 (2.4). 


现 证 明 这 一 命题 . 只 是 到 后 面 再 考虑 这 样 得 到 的 级 数 (2.3) 实际 上 在 0 的 邻 域 
内 是 否 收敛 的 问题 . 
把 (2.4) 两 边 的 z 的 形式 级 数 看 作 相 同 . 取 两 边 z" 的 系数 相等 , 我 们 得 到 : 


(n + 1)an+ı = Prri(Q1,.*: ,Qn; Cp,q), (2.5) 


其 中 Pai 是 字母 a1,… ,an 及 有 限 个 字母 cpa 的 一 个 多 项 式 , 这 是 一 个 系数 为 整 
数 > 0 的 多 项 式 . 不 必 更 明显 地 求 出 这 个 多 项 式 . 例如 : 


01 = C0.0， 2a2 = cl1.0 十 co.1Q1. 
由 关系 式 (2.5) 可 对 n 递 推 求 出 
An 一 Qn (cp,q)) (2.6) 


其 中 Qr 是 右 干 变量 cpa (每 个 多 项 式 Q, 中 只 含 这 些 变量 有 限 个 ) 的 有 理 系数 > 0 
多 项 式 . 必须 注意 到 多 项 式 Q, 一 旦 确定 就 确定 了 ; 它们 的 系数 与 (2.2) 右边 的 系数 
cp,q 的 值 无 关 . 前 两 个 Qn 如 下 : 


1 
Qi = coo, 2 = z (C10 + Co,1C0,0). 


为 了 使 得 形式 关系 式 (2.4) 成 立 , 关系 式 (2.6) 是 必要 而 且 充 分 的 . 如 此 , 命题 2.1 
得 证 . 
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3. k=1 TE : 收敛 问题 


现 假定 (2.2) 右边 的 老 级 数 在 (0,0) 的 邻 域内 收敛 ， 我 们 要 证 明 : 系数 由 公式 
(2.6) 确定 的 医 级 数 (2.3) 有 非 零 的 收敛 半径 . 为 此 , 要 应 用 所 谓 控制 级 数 法 . 


定义 已 给 形式 医 级 数 


F(z,y) = Y ` C, zq (3.1) 


p,q 之 0 


如 果 系 数 Cpa > 0, 并 且 满 足 不 等 式 
| Cp,q |S Cp,q, 


那么 称 形 式 攻 级 数 (3.1) 是 级 数 (2.2) 的 一 个 控制 级 数 . 
我 们 同样 定义 形式 级 数 (2.3) 的 一 个 控制 级 数 


= >` A,..z". (3.2) 


n21 
命题 3.1 设 F(x,y) 是 级 数 flr, y) 的 一 个 控制 级 数 . 设 不 含 常数 项 的 形式 级 
数 P(r) 是 微分 方程 


Y 一 P(e, | (3.3) 


的 唯一 形式 解 . 那么 下 是 o 的 一 个 控制 级 数 . 
证 明 如 我 们 所 已 看 到 的 , 级 数 ó 的 系数 A, 由 下 列 公式 确定 : 
An = Q. (Cp,a): (9.4) 


由 于 多 项 式 Q 的 系数 > 0, 由 不 等 式 | c, ç |< Cpa 以 及 关于 和 或 积 的 绝对 值 的 经 
典 不 等 式 , 可 立即 证 明 | a, |< An. 命题 得 证 . 

为 了 证 明 : 当 已 给 级 数 (2.2) 在 原点 的 邻 域 内 收敛 时 , 级 数 (2.3) 有 非 零 的 收敛 
半径 , 将 进行 如 下 : 我 们 要 求 出 级 数 f 的 控制 级 数 F. 然后 明显 算出 微分 方程 (3.3) 
的 形式 解 更 , 并 且 直 接 证 明 级 数 有 一 收敛 半径 Z 0. 由 于 级 数 o 的 收敛 半径 至 少 
等 于 控制 级 数 o 的 收敛 半径 , 可 以 推出 , o 的 收敛 半径 Z 0. TEE k = 1 的 情形 ， 
定理 1 (第 1 Ez) 将 完全 得 证 . 

由 假设 , 级 数 (2.2) 在 一 个 闭 圆 盘 

|z|]|<r, |ul<r (3.5) 
中 收敛 , 其 中 r 为 一 数 > 0. 设 M 是 | f(x,y) | 在 集 (3.5) 上 的 上 确 界 . 由 柯 西 不 等 
式 (第 四 章 85 公式 (4.2)), 我 们 有 


(3.6) 


cpg |S —: 
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A 


Cpa 是 一 个 宕 级 数 F(z,u) 的 系数 , 而 F(z,y) 是 f(z,y) 的 一 个 控制 级 数 . 直接 计 
算 二 重 几何 级 数 F 的 和 : XF |z |< r,| u |< r, 


F(x,y) = ——. (3.8) 
(1 —=)(1— 7) 
微分 方程 (3.3) 在 一 个 变量 分 离 了 的 方程 : 
(1—2)ady= Mar (3.9) 
r ] — — 


用 积分 法 求解 : 在 z = 0 时 为 零 的 解 y 由 下 列 关系 式 给 出 : 
(1-2) -1=2M og (1- 2), |z |< r, (3.10) 


其 中 在 右边 , 我 们 取 于 z = 0 时 为 零 的 对 数 分 支 . 由 (3.0) 求 出 
y=r(1- 1+2M log (1- 7)), (3.11) 


其 中 在 右边 , 我 们 取 于 z = 0 时 为 1 的 根 式 分 支 . (3.11) 的 右边 就 是 函数 B(x), 即 
微分 方程 (3.3) Æ x = 0 的 邻 域内 的 解 . 然而 显然 , 这 函数 在 z = 0 的 邻 域内 全 纯 ， 
因而 它 的 备 级 数 展 式 有 一 收敛 半径 z 0. 事实 上 , 容易 看 出 , (3.11) 右边 的 收敛 半径 
等 于 
r (1 — e -这 . 
定理 1 在 k=1 的 情形 下 证 完 . 
4. k 为 任意 情形 


现 回 到 第 1 段 中 提出 的 问题 . 假定 a, bi ,bn ER. 应 用 平移 , 总 可 化 到 这 种 
情形 . k PEARS file, y o ,yr) 有 泰勒 展 式 


fi, Y= Cha zh... pP. (4.1) 
p,q1,… ,qk 之 0 
已 给 这 些 级 数 , 我 们 要 确定 在 0 的 邻 域内 收敛 , 并 且 满 足 关 系 式 (1.2) HRAM 
@ (z) = > afb) z". (4.2) 
n 之 1 


与 上 = 1 情形 一 样 , 我 们 要 分 两 步 进 行 : 先 形式 上 解 方程 (1.2), 然后 证 明 所 得 寡 
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方程 (1.2) 的 形式 解 是 唯一 的 : 对 于 每 个 i 我 们 只 需 写 出 


qı 
> m + Lja Z" 一 Eeh), ar T? [> oo . .. 
rı 


n 


由 此 得 , 对 于 每 个 i, 
aí) = QW (eh qa), (4.3) 
其 中 Q? 是 有 理 系数 > 0 的 多 项 式 , 而 且 每 个 多 项 式 只 依赖 于 有 限 个 变量 cg a. Q 
(指标 j 取 值 1, ,). 
现在 证 明 : WREEK (4.1) 在 原点 的 邻 域内 收敛 , 那么 系数 由 (4.3) 给 出 的 级 
数 (4.2) 有 非 零 的 收敛 半径 . 为 此 , 要 把 每 个 级 数 f, 用 一 个 控制 级 数 F. 来 代替 . 设 
(1, ,Bk) 是 “控制 方程 组 ” 


dyi 
— F; ` ; ® .. 9 . 4.4 
E (z, y1 Yk) (4.4) 


的 唯一 形式 解 . 那么 对 于 每 个 i, B; 是 o, 的 控制 级 数 (证 明 与 命题 3.1 的 证 明 相仿 )， 
还 只 需 明 显 确定 出 F; 及 d. 
由 假设 , f, 在 闭 多 圆柱 
Iz|<r, | |<r, XFT1<i<k (4.5) 
中 全 纯 , 并 且 在 这 闭 多 圆柱 上 , fi 的 绝对 值 | f; | 以 一 数 M 为 上 界 . 由 此 推出 , 可 取 
M 


Cas Qa = rotg F- Lqa (4.6) 
ERRER F, 的 系数 , 于 是 微分 方程 组 (4.4) 可 写成 
dyi M 2 1 
-t (ir) (4.7) 


Z yi = @,(z) 是 微分 方程 组 (4.7) 的 唯一 形式 解 . 我 们 要 证 明 所 有 级 数 d, 等 于 
同一 级 数 6. 事实 上 , W y = @(z) 是 微分 方程 


的 唯一 形式 解 . 显然 , 如 果 对 于 任何 i, S yi = @(z), 那么 正好 得 到 (4.7) 的 一 个 形式 
解 , 这 就 证 明了 上 述 论 断 . 

归根 结 底 , 要 证 明 形 式 级 数 y = 更 (z), 即 方程 (4.8) 的 解 有 非 零 的 收敛 半径 . 然 
而 微分 方程 (4.8) 可 用 积分 法 解 出 : 在 z = 0 时 为 零 的 解 由 下 式 给 出 : 
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y=rfi- Í ++ DM og (1 -2)]™} (4.9) 
而 且 (4.9) 右边 正好 是 在 x = 0 的 邻 域内 全 纯 的 函数 B(x), 因此 它 的 收敛 半径 正 
好 Z 0. 事实 上 , 它 的 收敛 半径 等 于 


1 
r (1—e wr ) . 


82. 对 参 变量 及 初 值 条 件 的 依赖 性 
1. 对 参 变量 的 依赖 性 


现在 假定 : $1 中 微分 方程 组 (1.1) 的 右边 出 现 的 全 纯 函 数 i 全 纯 地 依赖 于 参 变 
E ti, ,t;. 确切 地 说 , 给 出 上 十 j 十 1 个 复 变 数 的 图 数 k T: 


filz, yi1,: `° , Yk, t1,: tj), 


它们 在 原点 的 邻 域内 全 纯 . 对 于 与 (0,.… ,0) 充分 接近 的 每 一 组 (t ti), 微分 方 
程 组 
y 


有 一 组 并 且 只 有 一 组 在 z = 0 时 为 零 的 全 纯 解 y; = o, (z). 函数 o (z) 当然 依赖 于 
ti, ,t; 所 取 的 值 . 我 们 记 


定理 2 在 上 述 假设 下 , 函数 gi(Z;t1,… ,tj) 是 j 十 1 个 变量 zt, t; 的 部 
数 , 它们 在 原点 的 领域 内 全 纯 . 
为 了 简化 记号 , 我 们 限于 在 = 17 = 1 情形 下 证 明 这 一 定理 . 于 是 我 们 有 
f(x,y; t) = > cp, (t)z”1, (1.3) 
p,q20 
其 中 系数 cj (t) FHE t WERZA: 
Cp,a (t) = > Cpqrt . (1.4) 


r20 


微分 方程 
= = f(z,; t) (1.5) 


§2. 对 参 变量 及 初 值 条 件 的 依赖 性 "177 ， 
的 唯一 形式 解 的 系数 an 由 81 中 公式 (2.6) 给 出 . 因此 每 个 an KHE + 的 形式 级 数 . 
这 样 , 方程 (1.5) 的 形式 解 是 关于 两 个 变量 x 及 t 的 形式 级 数 
y = p(x, t). (1.6) 
为 了 证 明和 定理 2, 只 需 证 明 : ` z 及 t 充分 小 时 , 形式 级 数 (1.6) 收敛 . 为 此 , 我 
们 还 是 要 应 用 控制 级 数 法 由 假设 , 函数 f(z,v,t) 在 闭 多 圆柱 
|z|<r,|u]<r,|t|<r (r>0) (1.7) 


的 邻 域 内 全 纯 . 因此 它 有 一 个 下 列 形状 的 控制 级 数 : 
M 


F(x,y, t) = ——-.-..Y 
£ yY t 
Q-5)0-2) (1-5) 
我 们 看 到 , 这 一 控制 级 数 可 由 81 3 外 中 所 考虑 的 控制 级 数 导出 ， 只 需 在 31 公式 
(3.8) 的 右边 把 数 M 换 成 M / (1- E). 因此 控制 微分 方程 SU = Fle, D 的 角 
y= (x,t) 由 下 列 关系 式 给 出 : 


(1.8) 


1/2 

~ H 1— |1+ 一 log (1 = =) (1.9) 

然而 显然 , (1.9) 的 右边 是 变量 z 及 t 在 原点 z = 0,t = 0 的 邻 域内 的 一 个 全 纯 函 数 
这 样 就 完成 了 定理 2 的 证 明 . 
2. 对 初 值 条 件 的 依赖 性 

为 了 简单 起 见 , 考虑 不 依赖 于 任何 参 变量 的 微分 方程 组 
y; = fi(x, Y1, , Yk). (2.1) 
总 是 假定 已 给 函数 f(z,yi,… ,yx) 在 原点 的 邻 域 内 全 纯 . 如 果 点 (b1,… b) 与 原点 


充分 接近 , 函数 fi 在 点 (0,51,… ,bk) 的 邻 域内 仍然 全 纯 . 因此 可 应 用 存在 与 唯一 性 
定理 ($1 中 定理 1 ) : 微分 方程 组 (2.1) 有 一 组 并 且 只 有 一 组 解 y, = pil), Æ z = 0 
的 邻 域内 全 纯 , 并 且 使 po;(0) = bi 函数 Z (z) 显然 依赖 于 初 值 5,… , bp. 把 这 些 函 
BOCHE gi;(x;b1,…… ,bx). 


定理 3 采用 上 列 记 号 ， 对 于 变量 T, b1,.…: , bk, 函数 A: (Z;bi,::: , bk) 在 原点 
x =0,b1 二 0,.… ,br 二 0 的 邻 域内 全 纯 . 


换 句 话说 , 微分 方程 组 (2.1) 的 解 全 纯 地 依赖 于 未 知 函 数 yi 的 初 值 bi. 
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证 明 取 
Z; 二 Wi 一 b; (2.2) 
作为 新 的 未 知 图 数 . 它们 必须 满足 微分 方程 组 
= = fi(z,z1 + bi,:': ,Zk + bk), (2.3) 


且 有 初 值 z(0) = 0. 方程 (2.3) 的 右边 在 原点 的 邻 域内 全 纯 地 依赖 于 参 变量 bo, 
bx. 由 定理 2, (2.3) 在 z = 0 时 为 零 的 唯一 解 是 一 组 全 纯 图 数 z; = pila bi bk) 
在 (2.1) 的 解 中 , 当 z = 0 BF, yi = b, 的 解 由 下 式 给 出 : 


yi = bi + pi(z; b1, ,bk), 


83. 高 阶 微分 方程 


我 们 限于 考虑 一 个 例子 , 即 一 个 阶 微分 方程 的 例子 : 
k 
y = f(z, Y, ， .' yk). (3.1) 
已 给 函数 f E: k+1 个 变量 在 一 点 (a,b,b1, …… ,bx-1) 的 邻 域内 的 全 纯 函 数 . 我 们 要 
REA z = a 的 邻 域内 全 纯 的 函数 y = yp(x), E pla) = b, 逐 阶 导数 w (7z),……， 
pk-D(z) 在 点 a 分 别 取 值 b1,… ,bk_1, 并 且 对 于 与 a 充分 接近 的 z, 恒 等 地 有 


p™ (x) = f(z, (2), p (20 (2)). 
定理 4 上 列 问 题 有 一 解 , 并 且 只 有 一 解 . 
证 明 按照 经 典 的 方法 , 引入 新 的 未 知 函 数 , 可 把 (3.1) 这 样 的 方程 的 求解 问题 ， 
化 为 一 个 一 阶 微分 方程 组 的 求解 问题 . 准确 地 说 , 除 未 知 函 数 y = o(z) 外 , 引进 函数 


,_dp (kD dy 
'Y  dzrk-1 


— 》 


RR yy’, ,yc 必须 满足 微分 方程 组 


有 | (3.2) 


dr 一 f (x,y,Yy,*: y E9). 


>J 题 . 179: 
对 方程 组 (3.2) 应 用 8§1 中 定理 1, 就 可 证 明 现 在 的 定理 4. 


> 击 
1. 设 已 给 下 列 形状 的 线性 微分 方程 : 
(aox + bojy™ + ar+b)y 7 +... + (anz + bn)y = 0. (1) 


证 明 : 如 果 U(z) 是 在 开 集 D 内 连续 的 函数 , 并 且 y 是 D 内 分 段 可 微 的 道路 , 其 起 点 为 zo, 
终点 为 z1, 那么 积分 


f(z) = J ezzUJ(zjdz | (2) 

所 确定 的 函数 f(z) 在 变量 z 的 平面 上 到 处 全 纯 . 为 了 使 得 f(e) 是 (1) 的 一 个 解 , 只 需 有 
le A(2)U(212 = 0, (i) 
Æ (A(2)U(2)) = B(2)U(2, (i) 


这 里 
A(z) = aoz” +---+an, B(z) = boz" +--+ bn. 
假定 A(z) A n 个 彼此 不 相等 的 零点 c1,:… ,cn. 证 明 可 以 写 出 


B(z) _ Q1 Qn 
A(z) zeatza u jk 
其 中 a al,.… ,an 是 复 常 数 , 并 且 由 此 导出 : 如 果 y; (g = 1, ,n) 表示 在 D 中 从 一 定点 
zo € D 出 发 , 并 且 围 绕 点 cj 一 次 的 一 条 闭 可 微 道 路 (这 里 D = C 一 {c1,… ,cn}), 如果 
yjk(1 Sj, k < n) 表示 这 样 确 定 的 周 线 : 依次 按 正 向 围绕 yj, 按 正 向 围绕 yx, 然后 按 逆 门 转 
绕 yi, 最 后 按 逆向 围绕 yx, 并 且 如 果 取 一 般 为 多 值 的 函数 如 下 : 对 于 ze D, 

1 
A(z) 


那么 在 积分 (2) PR y = ye (因此 zo = 21), (2) 就 确定 (1) 的 一 个 解 . 证 明 这 样 至 多 得 到 
n 一 1 个 解 (在 平面 上 全 纯 ). 


2. 用 控制 级 数 法 证 明 隐 函数 定理 (第 四 章 85 第 6 段 中 命题 6.1, 这 里 采用 这 一 命题 叙述 中 的 记 
号 ): 先 证 明 可 化 到 a; = bj = ck = 0(j =1, n; k=1, ,p) 情形 , 并 且 我 们 有 


U(z) = 


e%*(z =c)" ... (z — ca)", 


f; (21, ` Tx; Z1, `: ' ° , Zp) 一 cjil(z)Z1 ++ Cjn(2)£n 
+ 3. imomlik, (1) 
Z1 十 … 十 Zn 之 2 
其 中 系数 cjj, (z) 及 Gron (2) 本 身 是 21, ,zp BRRR, 并 且 对 于 充分 小 的 zi, ,Znmi 
2 


det |cj7 (z)| 天 0. 
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应 用 克拉 黑 公 式 , 由 此 推出 , 第 四 章 85 中 的 方程 组 (6.1) 等 价 于 


Tj = WY tn yt ŠO 信和] 了 (2) 
V1 十 … 十 Un 之 2 


. = .. . ZX1 ... XP 
Tj = 5 NII Xi xp j! ZI Zp 
1<j'<n 
X1，…… xp 20 


Z1 Vn „X1 Xp » _ 

+ 5 | YVjivi Ln Xl XpT1 > En 21 `Z ， J 二 1 ) Tk, (3) 
zl 十:… 十 zm 关 2 
X1，…… xp 20Ü 


HEBH: 为 了 使 得 ”个 形式 级 数 
tj = djin: --unioiopYi ' | Yn” 
Hitten toit e op 21 


成 为 (3) 的 一 组 形式 解 , 必须 而 且 只 需 我 们 有 


o UU 
Zl: 


dj; ui unior op = jp unio -op (y, d), 


其 中 Q 表示 ED xp? Tjiui vnik kh 以 及 Cj;A1Anir1.Tp 的 完全 确定 的 整 系数 多 项 式 ， 
而 且 Qj;AL.AnjT1 Tp 只 有 在 


Artet An tT +t Tp <i +: T n j O1 +: + Op 


时 才 出 现 . 由 此 导出 , 存在 (3) 的 一 组 并 且 只 有 -组 形式 解 
为 了 证 明 所 得 级 数 收敛 , 证 明 (3) 有 一 个 下 列 形状 的 控制 级 数 


M 
-tt 
R 
1 Xi 十 … 十 Xn 
T XIX. l R } 
R 
AA e. 1 1 
RJ3E2 CK E EH), 并 且 从 而 证 明 : $ Xi = X; =... Xn = X, # x 的 二 次 方程 
M 1 nX 
x-—z rg (5t +t m A 
R 


就 得 到 级 数 (4) 的 一 个 控制 级 数 . (参看 第 一 章 82 第 9 段 中 命题 9.1 的 证 明 .) 


第 一 章 
3. P2 = a2b?, Ps = 2a2bib2 + asb, 


P, = as (2bibs + b2) + 3asb1b2 + a4bt, 
Ps = 2a2(b1ib4 十 b2b3) + 3as(b1bs + bib2) + 4a4b3 bo + asb’. 


1 。 2 5 
X 十 z% + TE“ +: 
4 a) EFK, b)l, c)inf (Hi) 


6. 1. 
14. (ü) nr/a, n 为 整数 . 


第 三 章 

i) r= ze ) _ 2Im (z) z|? — 1 
17. (i) + |z|?” 1+ je?’ PSI 
20. (i) an 2)! )/ (27t [(n — 1)1]2a”71/2b1/2), 

(ii) 7(b 7 a), 


(iii) z(e-°% — 1/2), 
(iv) ra” /(1 — a°), WẸ |a| < 1; t/a” (a° — 1), 如 果 |a| > 1. 
23. (ii) r/(n sin(a + 1)r/n). 


1 1 a 1 
25. (i) — = e coth 7 — i) ; 
> a + bn? Vab a 


3 n? n shravy? -— sin raV2 


— +a | 2V2a ch rav? — cos nav 2’ 
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.. 1 1 1 
(ii) >` r2? p? = Fz (rotera — 3 . 


p2 1 


第 五 章 
8. (—1)” /ml. 
9. as =a2/3, as = 3a2a4/11. 
第 六 章 
T. w = yz/ /a2z2 + p 一 a4 其 中 根 式 的 分 支 在 z 为 实数 时 取 正 实 值 . 
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r 函数 (fonction T), 130 


A 
阿达 马 (Hadamard), 11 
~ 公式 (Formule d’ ~), 11 
~ 三 贺 定 理 (Théoreme d ~ des trois 
cercles), 86 


B 
保 形 (conforme), 140 
~ 变换 (trasformation ~), 140 
~ 表示 (représentation ~), 145 
保 形 表 示 的 基本 定理 (théorème fondamen- 
tal de la transformation conforme), 
150, 157 
标志 (relëvement), 167 
泊 松 (Poisson), 102 
~ 公式 (formule de —), 102 
~ 核 (Noyau de ~), 102 


C 
次 调和 函数 (fonction sous-harmonique), 111 


D 

ABAN RKE (Théorème de d'Alembert), 
61 

代 换 (substitution), 4 


一 个 收敛 医 级 数 ~ 另 一 个 收敛 震级 数 
(~ d'une série entière convergente 
dans une autre), 13 
一 个 形式 级 数 ~ 另 一 个 形式 级 数 (~ 
d'une série formelle dans une autre) 
4 
代数 (algèbre), 2 
多 项 式 ~ (~ des polynómes), 1 
形式 级 数 ~ (~ des séries formelles), 2 
单 连通 开 集 (ouvert simplement connexe), 
46 
单 叶 映射 (application univalente), 117 
倒 级 数 (inverse d'une série), 5 
收敛 笑 级 数 的 ~ (~ entiëre-convergente), 
14 
形式 级 数 的 ~ (~ formelle), 5 
导数 (dérivée), 6 
WARRI ~ (~ d'une série entière 
convergente), 14 
形式 级 数 的 ~ (~ d'une série formelle), 
6 
道路 (chemin), 36 
~ 的 方向 (orientation d'un ~), 37 
不 一 定 可 微 的 ~ (~ non nécessairement 
différentiable), 43 
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分 段 可 微 ~ (~ différentiable par morceaux), 


37 
封闭 ~ (~ fermé), 37 
AJ ~ (~ différentiable), 36 
犹 利克 雷 问 题 (problème de Dirichlet), 103 
点 (point), 68 
本 性 奇 ~ (~ singulier essentielle), 68 
孤立 奇 ~ (~ singulier isolé), 67 
无 穷 远 ~ (~ à linfini), 69 
HAKS (fonction harmonique), 97 
对 称 原理 (principe de symétrie), 56 
对 数 的 分 支 (détermination du logarithme), 
22 


F 
反 级 数 (réciproque d'une série), 7 
收敛 大 级 数 的 和 ~ (~ entière convergente), 
16 
形式 级 数 的 ~ (~ formelle), 8 
反 全 纯 变换 (transformation antiholomor- 
phe), 141 
反 滨 对称 变换 (inversion-symétrie), 147 
范 数 (norme), 8 
辐 角 (argument), 22 
覆盖 (revêtement), 159 
复 对 数 (logarithme complexe), 22 
复数 的 绝对 值 (valeur absolue d'un nombre 
complexe), 8 
复数 的 模 (module d'un nombre complexe), 
8 
格林 - 黎 曼 公式 (formule de Green-Riemann), 
40, 49 


H 
哈 尔 托 格 斯 (Hartogs), 106 


J 
极 (póle), 30 
极点 (póle), 68 
级 数 (série), 1 
多 变量 形式 ~ (~ formelle à plusieurs 


variables), 93 


控制 ~ (~ majorante), 173 
洛 表 ~ (~ de Laurent), 64 
泰勒 ~ (~ de Taylor), 60 
形式 ~ (~ formelle), 2 
角 的 度量 (mesure des angles), 21 
BT (ordre), 2 
多 变量 形式 级 数 的 ~ (~ d'une série 
formelle à plusieurs variables), 93 
极点 的 ~ (~ de multiplicité d'un póle), 
30 
零点 的 ~ (~ de multiplicité d'un zéro), 
29 
形式 级 数 的 ~ (~ d'une série formelle), 
2 
结构 (structure), 153 
导出 解析 ~ (~ analytique induite), 
154 
解析 空间 ~ (~ d'espace analytique), 
153 
解析 空间 的 等 价 ~ (~ équivalentes d'espac 
analytique), 154 
解析 (analytique), 25 
~ K% (fonction ~), 25,96 
~ 空间 (espace ~), 153,154 
KEWA HA (bord orienté d'un com- 
pact), 48 
局 部 坐标 (coordonnées locales), 153 


K 
开 映 里 (application ouverte), 143 
柯 西 (Cauchy), 52 
~ 不 等 式 (inégalité de ~), 61,67 
~ 积分 公式 (formule intégrale de ~), 
54, 106 
~ 定理 (théorème de ~), 52 
可 展 成 洛 朗 级 数 的 函数 (fonction développable 
en série de Laurent), 65 
可 展 成 寡 级 数 的 函数 (fonction développable 


en série entiëre), 24 
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—— —— A . . UU 


L 
拉 普 拉 斯 算 子 (Laplacien), 97 
3 (Riemann), 68 
~ 面 (surface de ~), 159 
~ 球面 (sphere de ~), 68 
临界 点 (point critique), 142 
留 数 (résidu), 70 
解析 空间 上 的 ~ (~ sur un espace an- 
alytique), 158 
刘 维 尔 定理 (théoréme de Liouville), 61 
SKEM (théorème de Rouché), 90 
洛 明 (Laurent), 64 
~ 级 数 (Série de ~), 64 
~ EA (développement de ~), 65 


M 
英 勒 拉 定 理 (théoreme de Morera), 56 


P 
皮卡 定理 (théorème de Picard), 68 
平均 性 质 (propriété de moyenne), 62 
调和 函数 的 ~ (~ des fonctions har- 
moniques)，99,105 
全 纯 函 数 的 ~ (~ des fonctions holo- 
morphes), 62 


Q 
穷 举 紧 集 序列 (suite exhaustive de compacts), 
118 
曲线 (courbe), 126 
椭圆 ~ (~ elliptique), 162 
全 纯 函 数 (fonction holomorphe), 49 
多 变量 ~ (~ de plusieurs variables), 
97 
解析 空间 上 的 ~ (~ sur un espace an- 
alytique), 153 
SMER ~ (~ sur une surface de 
Riemann), 160 
黎 曼 球面 上 的 ~ (~ sur la sphère de 
Riemann), 69 


在 无 穷 远 全 纯 的 函数 (~ à infini), 69 


群 (groupe), 75 
平面 上 自 同 构 ~ (~ d'automorphismes 
du plan), 146 
自 同 构 ~ (~ d'automorphismes), 145 
周期 ~ (~ de périodes), 75 


S 
施 瓦 次 引 理 (Lemme de Schwarz), 63 
收敛 半径 (rayon de convergence), 10 
收敛 性 (convergence), 114 
任何 紧 集 上 的 一 致 ~ (~ uniforme sur 
tout compact), 114 
任何 紧 集 上 的 正规 ~ (~ normale sur 
tout compact), 114 
亚 纯 销 数 项 级 数 的 ~ (~ des séries de 
fonctions méromorphes), 120 
收敛 域 (domaine de convergence), 94 


T 
泰勒 展 式 (développement de Taylor), 55 
同 构 (isomorphisme), 143 
解析 空间 的 — (— d'espaces analytiques), 
154 
一 开 集 在 另 一 开 集 上 的 ~ (~ d'un ou- 
vert sur un autre), 143 
同 伦 道路 (chemins homotopes), 44 
半点 固定 的 ~ (~ avec extrémités fixes), 
44 
作为 闭 道路 的 ~ (~ comme chemins 
fermés), 44 


图 形 (carte), 69 


W 
微分 形式 (forme diffeentielle), 36 
H] ~ (~ fermée), 41 
解析 空间 上 的 全 纯 ~ (~ holomorphe 
sur Un espace analytique), 158 
魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass), 68 
~ p 函数 (fonction p de ~), 125 
~ 定理 (théorëme de —), 68 
稳定 子 群 (sous-groupe d'isotropie), 146 
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无 分 支点 的 (non ramifiée), 157 
~ R&M (surface de Riemann ~), 
159 
~ į} (application ~), 157 
无 穷 乘 积 (produit infini), 127 


X 
星 形 集 (ensemble étoilé), 46 
形式 级 数 的 可 和 族 (famille sommable de séries 


formelles), 3 


Y 
wát (fonction méromorphe), 29 
解析 空间 上 的 ~ (~ sur un espace an- 
alytique)，156 
黎 曼 面 上 的 ~ (~ sur une surface de 
Riemann), 160 
在 无 穷 远 亚 纯 的 函数 (~ á Dinfini), 69 
一 致 收敛 级 数 (serie uniformément conver- 
gente), 9 
EK% (primitive), 38 
闭 微分 形式 沿 一 条 道路 的 ~ (~ d'une 
forme différentielle fermé le long 
d'un chemin), 45 
解析 空间 上 微分 形式 的 ~ (~ d'une forme 


différentielle sur un espace ana- 


lytique), 158 

微分 形式 的 ~ (~ d'une forme différentielle) 
39 

原理 (principe), 28 

解析 开拓 ~ (~ du prolongement ana- 
lytique), 28,96,155,165 

对 称 ~ (~ de symétrie), 169 

最 大 模 ~ (~ du maximum), 62,112,156 


Z 
正规 收敛 级 数 (série normalement conver- 
gente), 9 
正规 族 (famille normale), 131 
指标 (indice), 46 
分 文 ~ (~ de ramification), 157 
封闭 道路 的 ~ (~ d'un chemin fermé), 
46 
指数 咕 数 (fonction exponentielle), 18 
实 ~ (~ réelle), 18 
虚 ~ (~ imaginaire), 20 
周期 平行 四 边 形 (parallélogramme de périodes), 
75 
自 同 构 (automorphisme), 145 
黎 曼 球面 的 ~ (~ de la sphère de Rie- 
mann), 146 
开 集 的 ~ (~ d'un ouvert), 145 
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LI................................................................................ 五 3 4 
Vo, A 五 “习题 3.11 
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